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RESUMO

Meste artigo, vamos estudar a homogeneizacan da equacao tipo
in] (=] . 4 1

Schridinger

S,
_'I' i, = Fooem f0o= (0T, T =),
o ' '

onde €1, ¢ um dominio contendo pequenos buracos, As demonstragoes
da homogeneizaciao estio baseadas no guadro funcional abstrato
introduzido por Cioranescn e Murat (1982} para o estudo da homo-
geneizacao de problemas elipticos.

Palavras-chave: Homogeneizacio, Equacio Tipo Schridinger; Dominios
Perfurados.

ABSTRACT

In this article we studyv the homogenization of the Schrodinger
type equation

h
o

—thu. = f. em L = (0,T), T =10,

where £} 15 a domain containing small holes.  The homogemization’s
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proofs are based on the framework introduced by Cioranesen and
Murat (1982) for the study of homogenization of elliptic problems.

Key words:  Homogenization, Schrodinger Type Equation, Perfo-
rated domains.

1. Introducao e resultados principais

Este trabalho ¢ dedicado principalmente ao estudo da homogeneizacio da equagio tipo Schrodinger
linear
u, —iAwu, = f, em Q. = = (0.T).
(F:) i, =0 sobre X = 00, = ([,T).
u(z,0) =uz) em £,

onde, i = v—1, il denota ‘?—J‘f e para cada £ = 0, {1 & um dominio aberto, limitado, com fronteira
A1), snave, obtido removendo-se do conjunto aberto 2 C BY (N > 2), um conjunto S; de subcon-
juntos fechados {os ‘buracos’), isto é, (2, = {4 5., Assumimos que a medida de S, tende para zero,
quando o parametro £ = 0 tende para zero.

Agora, vamos estabelecer as hipoteses sobre os dados do problema.

Assumimos que

W e HIYQ), foe LN0.T: LA(Q)). f € LY0.T; L3(0,) (1.1)

e, se £ — [, temos
ul! — ", fracamente em H; (1),

e 1.2
fe = f, fracamente em L'(0,T; L*(£2)), (1.2)

onde © denota a extensao por zero para todo 12,
A sepnir faremos wn resumo dos primeiros trabalhos divalgados sobre homopeneizaciao, O

primeiro, foi um problema eliptico. Cioranescn e Murat (1982) estudaram o seguinte problema

Aun. = f em {1,
e =1 sobre d01..

com f € H-'(£}). Eles mostraram que para cada £ > () existe uma tinica u, € H}{({L.) tal que
i, = u, fracamente em H}{Q), quando = — 0

onde 1 & a extensao de u. por zero nos buracos, e w6 a anica solacao do problema homogeneizado
E [ [

~Au+pn=f em 1,
=1l sobre  J0,

Publ. UEPG Exact Soil Sci., Agr. Sci. Eng., Ponta Grossa, 10 (1): 7-20, abr. 2004



~9)

onde g ¢ uma medida de Radon nao negativa pertencente a H'(€). Esta medida que aparece
nesse estudo abstrato esta ligada ao comportamento da capacidade do conjunto 5. quando £ — (.
Impoe-se para isto a condigao de que os buracos sejam pequenos, isto é, o diametro dos buracos
seja menor on ignal ao diametro eritico a. dado por:

d.exp (—Cyfe®) se N =2, )
ity = { e NfIN-2) se N >3, (1.3)

onde Cp & numa constante positiva e d. é tal que £*logd. — 0 quando = — 0. Da condicao (1.3),
& possivel contruir o quadro funcional abstrato que desempenha um papel fundamental na de-
mostracio dos resultados de homogeneizacao., Mais precisamente, temos:

[ Existe uma sequéncia de funcoes (w., p., ~.) e My =0 tal que
(4] w, € HYO) N L), |w. ||,r;¢[ﬂ} < M, para cada = > 0,
(ii) w. =0 sobre S,
& (#) w, — 1, fracamente em H'(Q), gquando = — 0, (1.4)
“U} —.ﬂ.!.[.'_,; = e — Ve onde fey Ve € H_l{ﬂ]'-
pte — g, fortemente em H(Q) e {7, v)a =0,
para toda seqiiéncia (v.) em HI(Q) tal que v, = 0 sobre S..

L
No caso acima, g serd uma constante estritamente positiva quando o diametro dos buracos for o
critico. Neste caso, um termo adicional de ordem zero, pu, aparece na equacao limite. Além disso
Clioranescu e Murat (1982) fizeram os resultados de correcio, isto é,

U, = w.u+7r., com r.— 0, fortemente em H&{ﬂ].

Um exemplo, onde (1.4) é satisfeita, ocorre quando S, consiste de buracos periodicamente
distribuidos, de tamanho critico. Mais precisamente,

onde S! sio esferas de tamanho r. = a. {a. < =), periodicamente distribuidas (com periodo 2z) na
direcao de cada eixo coordenado e a. é definido como em (1.3). Neste caso, a medida g que aparece
em (1.4) define-se como

w1
_ N =12,
. 205 be
Sn(N—2) n_ .
Ji = SN (;nh" * ge N >3,

onde Sy ¢ a superficie da esfera unitaria em BE",
No que concerne as equacoes de evolugao, Cioranescu ef al., (1991) {veja também Cioranescu
e Donato 1999) estudaram a homogeneizacio da equacio da onda linear

ul —Au, = f. em . x(0,T)

. =0 sobre o). = (0,1 (1.5)
u-lx,0) = ugl[:r]l = ’
ul(x,0) = ul{x) r e,
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{ul,ul, f} € H) () x LH(92) x L'(0,T: L*(92.))

ud — u"  fracamente em H[Hﬂ}

u! = u' fracamente em L*(12)

f.— f fracamente em L'(0,T; L(0)).

Eles provaram que
i, = u fraco-estrela em L(0,7; Hy(Q)) 0 W™ (0, T L*(%)),

onde . & a 1inica solucio do problema (1.5), para cada = > 0 fixado, extendida por zero nos buracos,
e 1 & a unica solugiao do problema homogeneizado

u' —Au+pu=[ em Q= (0,7

w=0 sobre 81 x (0,T) (1.6)
u(z,0) = u"(z) z €10 |
u'(x,0) = u'(x) T €L,

onde @ é nma medida de Radon nao negativa, sendo positiva quando o didametro dos buracos é o
diametro critico,

Na seqiiéncia deste trabalho, o dominio perfurado €2, sera suposto satisfazer as condicoes do
guadro funcional abstrato (1.4), introduzido por Cloranescu e Murat (1982).

Agora, estamos em condicoes de estabelecer o principal resultado deste trabalho.

Teorema 1.1 Suponha que as hipdteses (1.1) e (1.2) sejam satisfeitas. Entdo, a dnica solugdo u,
de (P.), para cada £ > 0, satisfaz

i, u fraco-estrela em L0, T, H} () (1.7)
i ' fraco-estreln em  L2(0,T, L*(€2) (1.8)
i, —u  fortemente em  CU([0,T7, Hy(02)) (1.9)

onde u ¢ a tnica solugao do problema homogeneizado

u —iAu+ipu=f em Qx(0,T)

w=>0 sobre 0 = (0,T) {1.10)

u(x,0) = u’(x) em {1,
Além disso, u pertence o classe

w e L0, T;Vyn Wh=(0, T; L*(). {1.11)
Observacao 1.1 Entende-se por solugae (solucao fraca) do problema (F.), uma fungao

u. : (0,T) — Hy(£)
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LLaE el

@ elt),0) + (e (0),) = (fov),  para toda-v € H3(Q2),

sendo a igualdade entendida no sentido das distribuicoes sobre (0,7T).

Este artigo estd organizado como segue: Na secao 2, estudamos a existéncia e a unicidade de
{P.), para cada £ > 0 lixado, e, finalmente, na segao 3, DthIHDH a homogeneizagio do problema
{ F.), fazendo uso do quadro abstrato funcional (1.4).

2. Existéncia e unicidade de solugoes para o problema ()

Nesta segao, provaremos a existéncia e a unicidade de solugao do problema (F.), para cada
£ = () fixado, assumindo que os dados do problema satisfacam as condigoes dadas em (1.1).

A demonstracao a ser desenvolvida consiste em aproximar a solucido que se deseja encontrar,
por solugoes de problemas andlogos, porém de dimensao finita. A dificuldade consiste em demostrar-
se que esta sequéncia de solugies obtidas em dimensao finita, converge para a solugao do problema
(P:). Este método foi empregado originalmente por Faedo e Galerkin (veja Lions e Magenes, 1968).

Inicia-se a demonstracio observando que sendo Hjj(£2.) um espaco de Hilbert separdvel, existe

uma seqiiéncia de vetores (w;), w; € Hj(92:) para todo j, satisfazendo as seguintes condicoes:
- para cada m os vetores wy, wa, ..., w,, sao linearmente independentes
- as combinagoes lineares finitas dos w; sio densas em H}(02.)

Seja Vi, = [wi,...wy,] o subespaco de HJ().), de dimensio m, gerado pelos m primeiros
vetores e seja

L

uETrl{t] = Z gj.STrL{t:I':‘Jj' {2‘1]
J=1
O problema aproximado consiste em determinar u.,, € V), tal que

{ [u':'.nr“)rwj] +'i'ﬁ'IITIEIII{£']I‘. 'wj::l - (le::t}1u'lj'}1 1 5 .? E m {22]

e (0) =0l — ! em  Hi(Q.), quando m — oo,

i) i
onde  a (g, 1) Zf e ﬂdm (f.g)= [ f-7dz.

5‘3‘, o, 0.

Por simplicidade denotaremos por | - | a norma em L*(£.) e por || - || a norma em HJ(£).) e
representaremos por w(t) a aplicacao que leva x em wl(x, ). Assim, acondi¢iao inicial u(z, 0) pode
ser representada por w(0) = ", omitindo-se x, a derivada = ”‘" F Ol 1y Tepresentaremos por u'.

A existéncia de solucao ]nml Uem(T) em (0,2 ), it,_.m_ c:: T, resulta do sistema (2.2) ser um
sistema linear de equacoes diferenciais ordindrias, nas condigoes do teorema de existéncia . Para
prolongarmos a solugao para o intervalo [0, T] arbitrario, precisamos de estimativas sobre w.,,(t) e

ul, (t) em norma, em todo intervalo [0, 1., ).
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2.1 Estimativas a priori
FPrimeira Estimativa:

Primeiro, vamos provar que wul,(0) é limitada na norma L?{f2.). Multiplicando ambos os
membros de (2.2) por gi.,,(t) e somando em j obtemos

(U (£)s e (B)) + i (e (8), ui, (F) = (Fe(8), v, (2))- (2.3)

Considerando a parte real em (2.3) e depois aplicando-se em t = 0 e usando a designaldade de
Schwarz, temos

L (0)]* < | At (0)] + | £(0)[} e, (0)] .
Dailtima designaldade e considerando (1.1) e (2.2) temos que

lul,, (0)° < €, (2.4)

onde € é uma constante positiva independente de ¢ € [0,7]; m € M e £ > 0. Agora, derivando
(2.2) em relagao a t e multiplicando ambos os membros por g7, (t) e somando em j obtemos

(U (£), U (1)) + dalug,, (1), ugy, (8)) = (£2(2), ugm () (2.5)
que pode ser reescrita como

5 (O + il (0] =

(f2(8), i (1)) (2.6)

Considerando a parte real em (2.6), integrando de 0 a t < #,,,, usando que Re z < |z|, aplicando a

desigualdade de Schwarz e a desigualdade elementar 2ab < a® + b2, a,b > 0 segue que

[l (B = |ul, (0)] +2f Re (fi(s), ul,,(s))ds
< |u.,,(0)] +2f |fi(s)]|ul,,(8)|ds (2.7)
< [ul,, (0)? f | f1(3)|ds +[ L) |l (3] ds.
Observando as hipdteses (1.1), a desigualdade (2.4) e aplicando o Lema de Gronwall, segue que
ul,, () < O, (2.8)

onde 5 € uma constante positiva independente de t € [0,T]; m € Me = = (.

Sequnda Estimativa:

Multiplicando ambos os membros de (2.2) por gf_, (t) e somando em j obtemos

(U () (1)) + 30t (). Ul (£)) = (F2(8), 0 (1)). (2.9)
Multiplicando ambos os membros da equagio acima por i = —i e tomando a parte real temos
Re (—ilul,,,(£)]" + altam(t), ug,, (1)) = Re (—i(f(t), ul,, (1)) - (2.10)
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Comao [ul,, (t)]* é real positivo, Re{|ul, (£)*) =0 e Re: < |z| podemos reescrever (2.10) como

li 2 — i Ir
Edillﬂm{ﬂll Re (—i( fAt), u,,,(1)}) o)
= ; | felt)| e, ()|,

Integrando (2.11) de 0 a ¢ < {,,,. aplicando a desigualdade de Schwarz e usando a desigualdade
elementar 2ab < o + 5, a.b = 0 segue que

[tz (£} =||u,m{ﬂ]|||9+:::f |f ()] |t () s

! : (2.12)
< Nuen O+ [ 1L+ [ 1L (o) s
L] o
Das hipdteses (1.1) e (2.2) e da estimativa (2.8) temos que
”:I-'I'-Eru[i]'":li £ C::'ir fi-l:ﬂ

onde 3 é uma constante positiva independente de m € M, t € [0,T] e = = 0.

2.2 Passagem ao limite
[las estimativas (2.8) e (2.13), resulta que existe uma subseqiiencia {u., been de oo baen.
com as segnintes propriedades:

e =+ iy fraco-estrela em L[0T H{:,I[ﬂ]] (2.14)
e
ul, = ul  fraco-estrela em  L(0, T L¥{0Q). (2.15)

Note que o dual de L'(0,T: H-Y8,)) é L={0.T: H{Q) e que o dual de L'(0,T; L(5)) é
L0, T; L2 )). Aqui identificamos, via Teorema de Representacao de Riex, £2(02.) com seu dual,
A convergéncia (2.14) equivale a dizer que para toda w < LY, T3 H40L)) tem-se

T T
f (8], wlt)dt — f fu (8), w(t)) (2.16)
1] 1]

e a convergeéncia (2.13), para toda w £ LY0, T, L*(11,))

T T
[ awmae — [ .o (2.17)

onde {-, -} representa o par dualidade L=(0, T H} (), LY0,T; HY02)).
De (2.16) conclui-se que u, € L=(0,T; HY ()] e de (2.17) que w, € L0, 75 L)), A
proxima etapa & demonstrar gque . ¢ solucio da equacao (P no sentido de D0, T7).
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De fato, fixando-se my e considerando-se v > my, multiplicando-se a equacio aproximada
(2.2) por # € D(0.T) e integrando-se de 00 a T', obtém-se

T T
f (wl, (), v)0(E)dt + zj; a(tey, v)O(E)dt = ‘/l; (fe,v)B(t)dt,

para toda v € V..

Tomando-se o limite quando v tende para o infinito, e observando-se (2.16) e (2.17), conclui-se que

fT{-t¢;(t},tl}E{t)dt +i chr,(uE,-u}&(t}dt = /T(fz,-z.']lf?(t}dt, (2.18)

para toda v € V., e # € D(0,T).
Sendo os V., densos em Hj((.), conclui-se que (2.18) ¢ vilida para toda v € Hj(f,.) e
0 € D(0,T), isto é,
(ul(t), v) +ialu(t),v) = (f(t).

para toda v € Hg(€.).

2.3 Verificacao da condicao inicial
De (2.16) e (2.17), tomando # € CY([0,T];R), tal que #(0) = 1 e #(1) = 0 e v € L*.),
obtém-se

[T(umﬁ v)d nda—»[ (ul(t), v)B(t)dt

fT(ﬂ-syliI}aﬂ}i?’if}tﬁ — /T(v-s{tll,i-‘}i?’{ﬂdf

para toda v € L*(£,). Adicionando membro a membro, conclui-se que

T d T d
ﬁ 7 [(ue(t), v)0(2)] it _’ﬁ 7 [(ue(8), v)(®)) dt.

(e (0),v) = (uc(0), v)

isto é,

para toda v € L*(£).), ou seja,
U (0) = u,(0), fraco, em L*(0,).

Por construcio tém-se que 1.,(0) = u’, converge fortemente, para u’, em H}(f2.), logo forte-

mente em L*((1,), portanto fraco em L*(€),), e assim, pela unicidade do limite, resulta que

e (0) = ul.

Publ. UEPG Exact Soil Sci., Agr. Sci. Eng., Ponta Grossa, 10 (1): 7-20, abr. 2004



_15)

Aqui mostraremos que a solugio encontrada é ninica. Para demonstrarmos a unicidade, consi-

2.4 Unicidade da solugao fraca

deremos duas solugoes u; e ug dadas pelo Teorema 1.1, e facamos w = u; — ue. Entao resulta que

w satisfaz as seguintes condigoes

{ E;Ir{ﬂ{;]z'i[]] + ia{w(t),v) =0 (2.19)

para toda v € Hj(€.), no sentido de D'(0,T). Resta-nos demonstrar que a solucio w = w(t) do
problema (2.19) ¢ a fungao nula, quase sempre, em ¢, .

Fazendo v = w(t) em (2.B19), e tomando a parte real obtém-se

Integrando-se de 0 a s, 0 < 5 < T, conclui-se que
| s)

donde resulta que w(t) = 0 quase sempre em ..

2.5 Regularidade da solugao u,
Seja (Uep)men nma seqiiencia de solugoes aproximadas que aproxima a solugao u,. de (F,).
Entao se m,n € M, com m > n, da equacio aproximada (2.2), temos

{H’;m{f} - fn{” v] + ?ﬂ rm{f 'I"I'E'Tl.[t:h'v] = ﬂ, para tﬂdﬂ (= 1‘"';”- {EQ{]]

Fazendo v = o, (#) — - () na equacao (2.20), temos

|.“‘:"rr|.|:'!-:| - ULNUHZ -+ ?EE”HEm(l} — 'l!,t.Eu{f:I”E = ﬂ {221)
Multiplicando (2.21) por i = —i e tomando a parte real temos
1d

() =
gdf”l"em t) — ”En{ |

Integando de 0 a s, 0 < 5 < T obtemos

[ttem () = ten ()| = [[ttem (0) = en (0}

O termo do segundo membro converge para zero em ® quando m,n — oo, pois ., (0) converge
para u?, forte, em HJ(().). Assim

m[Lam |[themn (8) — tizn(8)]| — 0 gquando m,n — oc
ae (0
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@ portanto { oy Jmey ¢ Wma seqiiencia de Cauchy em C([0, T, H1(2)), o que implica que u, — .,
forte, em C([0, T]. H}(2.)). Logo

u. € C°([0, T]. Hy(€.).

Isto conelul as demonstracoes da seciao 2,

3. O problema homogeneizado

[remcs apresentar iniclalmente, nesta secio, alguns resultados téenicos que sao fundamentais
para a obtencio do problema homogeneizado.

3.1 Lemas técnicos

Do guadro abstrato de hipiteses (1.4}, o segninte resultado pode ser demonstrado.

Lema 3.1 Se {1.4) € satisfeita, a distribuicio g € H-'(£}), que aparece em (iv), € dada por
(g, @) = liIlrl:lf |V | dr; ¥ € D).
S ¥

Assim, p € nma medida de Radon positiva; além disso, p(f2) é finita.

Agora, apresentaremos i resaltado de 1950, devido a 0 Deny, gue pode ser encontrado em
Brézis ¢ Browder (1982}, e que ¢ fundamental para o gque almejamos.

Lema 3.2 Seja © um conjunto aberto do BY e g uma medida de Radon positiva tal gue p € H1{02).
Se v e Hy(Q) entdo v € L'(1, du) €
) = [ wdu
.

Isto nos permite definir, sem ambigiidade, o espaco
Vo= HI n LA, du),

que ¢ um espaco de Hilbert com o produto escalar

({ae, 0]}, :f Vi Vidr + f wv dp.
i i

A seguir apresentaremos dois resultados de compacidade, para isto, sejam X e ¥ dois espacos

de Banach reflexivos tals que X © ¥, com imersio continua e densa.  Entao, temos o seguinte
resnltado:

Lema 3.3 Seja v, wma sequéncia fal gque

v, — v, fracamente em L'(0,T; X)),
vl =", fracamente em L'(0,T;Y).
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Fnlao,
v, — v, fortemente em CU([0,T];Y).

Finalmente, temos o seguinte resultado,

Lema 3.4 Assuma que (1.4) sejo satisfeita e considere a segicéncia de fungies v. em
L2=(0,T; Hy () n Wh==(0,T; L*(£2.)) satisfazendo

U, = v fraco-estrela em  L™(0,T; H()),

vl 2 ' fraco-estrela em  L(0,T; L2(0)).

Fntdo,
(.0 — (1) forte em CO([0,T)

para toda v» € H='(2) , e por outro lado,
ve L0, T;V)ynWh=(0,T; L*(Q)).

As demonstracoes desses resultados siao classicas e podem ser encontradas em Cioranescu et al.,
(1991) ou Lions e Magenes (1968).

Agora, vamos obter a homogeneizacao do problema ( . ) quando = — 0, fazendo uso do quadro

abstrato de hipdteses dado em (1.4) e tomando em consideracio as estimativas obtidas na secao 2.

3.2 Estimativas a priori

De fato, das estimativas (2.8} e (2.13), fazendo uso do Teorema de Banach-Steinhaus, temos
que  existe uma  subsequiéncia.  ainda  denotada  pelo mesmo  simbolo, e uma funcio
w:Qx (0, T) — R tal que,

. u fraco-estrela em  L¥(0,T; H) (), (3.1)

-{Eg =y fraco-estrela em  L(0,T; L), (3.2)
Por (3.1), (3.2) e pelo Lema 3.3, considerando X = H} () e Y = L*(Q), temos que

ti. — u fortemente em L*(0,T; L*(02)). (3.3)
Por outro lado, em vista do Lema 3.1, temos

we L0, T:V)nWwhe(0, T; L*(Q)). (3.4)
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3.3 Passagem ao limite
Multiplicando (F.) por ¢sw., e integrando sobre ¢}, = (1, = {0, T); onde o € D0, T), w,
coma no quadro abstrato (1.4) e ¢ € D), obtemos

f L o i dt — i (Aug, i) dedf = Fotirw o el ot (3.5)
£ ':dll tﬂ"l

Aplicando a Formula de Green no segundo termo de (3.5}, obtemos

{Au, Pw.p) drdt = f Vi - Ve de df +f Vi, - i, Vipd dt. (3.6)
L ' T

Por outro lado, temos que

Vi, - Ve de dt = — (A, g ) — f Vi, - Vg de dt, (3.7)
e Qe

onde (-, -} denota a dualidade entre L'(0, T3 H-'(£0)) e L¥(0,T; Hj(12.)). Assim, combinando as
expressoes de (3.5) a (3.7), chegamos a

f fut.'lu..prfmrﬁ—:{ﬂw RILITINY ) —:f [ Vi, - thu, Vi de dt
. (3.8)

-Hf f‘?ee t.un:;'w_-,art,rdf—f few o dr ot
0,

A seguir, analisaremos os termos de (3.8)

T
Estimativa para [, 1= [ f ul o d df:
i -

Aplicando o Teorema de Fubini, deduzimos

T r
I = f f w v dr dt = f Wi ( f v ot ) dz. (3.9)
noJdn i v

Mas, pela hipdtese (1.4) item (#:), temos
Vi, — ) fracamente em  L5{02), (3.10]
e pela inclusio compacta de H'(}) em L*(0?) (Teorema de Relich-Kondrachoff), obtemos
w, — 1 fortemente em  L*((1). (3.11]

De (3.2} e (3.11), obtemos

.
lim [ =f|,:l(f e.-'m’rﬂ) dz. (3.12)
= 0 0

Estimativa para [ ;.= — (Aw,, v
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-
Considere a funcio I, € Hy (1) definida por I, = f Wi, dt. Da convergencia (3.1) € como
[}

a inclusao H}(¥) — L*(11) é compacta, temos

T

i, — f tudt, fracamente em Hd[!.'.'!] e fortemente em L*(02),

0
. =0 sobre 5.

Em vista de (1L4)(iv). —Aw, = p, — 7., & aplicando o Teorema de Fubini temos

T
o= {phe — Ve Yttt} = (ite — Yo ([ i, I’ﬂ') h’-‘}n—t[n:..n,_',[m
o

= \ e, U '-.F:'::'H”[!E].H,",[!ii!] t

uma vez que 1[1-5-#1,}”_.,”:“”'_“!“_ = 1. Conseqgiientemente, de (3.13) e (1.4)(iv), obtemos

T
l-iué. Iy = {p, (f Wi fft) *ﬂ:'u-‘[!::].u.'-.[m-
E— 1]

-
Estimativa pom I3 = f [ Vi, - v, Vi dr di:
1] % E

Do Teorema Fubini, deduzimos

R
Iy = f T, - ( f J,L-t?,df] Vi dor.
LT 1]

Levando em consideracao (3.10) e (3.13), de (3.15) temos que

lim Iy =0,
==l

P
Estimativa para Iy := f [ Ve - g, Vipde di:
LR 1

Anulfrgarun:nl.c: :-11:Ii1::-1|1:1r.- o Teorema de Fubind resulia S

.
Iy = f w. V-V (/ 1:.'11?}:#'1‘) i,
f il

Considerando (3.11) e (3.13), de (3.17). concluimos

-
lim [l = f Vig -V (f u rfa‘) .
£=) 0 [

i
Estimativa para I :=f f Setbur o de di:
I Aok

Analogamente, considerando também o Teorema de Fubini segne-se gue

T
Iy = f gt (f . eﬂ) ile.
£ i

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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Da hipétese (1.2)a, (3.11), e de (3.19) temos

T
lim [ = ] 7] ([ W f dt) dax (3.20)
£—0 0 0

Combinando (3.8), (3.12), (3.14), (3.16), (3.18), (3.20) e fazendo uso do Lema 3.2, deduzimos

{/wm L}+:{f updy, ) +¢[m Vipd, 1) = [ft,ﬂ:'d,r, ny (3.21)

onde {-, -} representa a dualidade D'(0,T'), D(0,T), para toda ¢ € D(1) e para toda ¢» € D(0,T).

Entao, como D(1) é denso em V' obtemos

(u'(t),v) + i (ul(t), V) pziaa 1§ (Vu(t), Vo) = (f,v), (3.22)

em D'(0,T), para toda v € V, onde (-,-) representa o produto interno em L*(€}).

Assim (1.10); fica demonstrada no sentido fraco.

A verificagio do dado inicial, isto é u(z,0) = u”(x), assim como a unicidade de solugio segue,
considerando argnmentos semelhantes aos usados nas segoes 2.3 e 2.4 respectivamente.

Ja a regularidade da solugio u de (1.10) é obtida de forma andloga como na secao 2.5, uma
vez que u, € CU([0,T], H}{(€.)). (também u, € CU([0,T], H}(€2))) segue-se que

u. € C[0,T],V)
Finalmente, de acordo com o Lema 3.1, deduzimos que

w e L0, T; V)N Whe(0,T; L(1)). (3.23)

REFERENCIAS

1 BREZIS, H.: BROWDER, F. E. Some properties of higher order Sobolev spaces, J. Math. Pures
et Appl. v.61, p.242-259, 1982.

2 Cioranescu, D Donato, P. An introduction to homogenization. Oxford lecture series in
mathematics and its applications. Oxford University Press Inc, New York, 1999,

3 CIORANESCU, D.; DONATO, P.; MURAT, F.; ZUAZUA, E. Homogenization and correctors
for the wave equation in domains with small holes, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa v.18, p.
251-293, 1991.

4 CIORANESCU, D.; MURAT, F. Un terme étrange venu d’alleurs, Nonlinear Partial Differential
Equations and Their Applications ( Brézis, H. e Lions, J. L. | eds), Collége de France Seminar, v.2
¢ 3, Research Notes in Mathematics. v.60 ¢ 70, Pitman. p.93-138 ¢ 154-178, 1982,

5 LIONS, J. L.; MAGENES, E. Problémes aux Limites non Homogénes, Aplications.
Dunod, Paris, 1968, Vol 1

Publ. UEPG Exact Soil Sci., Agr. Sci. Eng., Ponta Grossa, 10 (1): 7-20, abr. 2004



