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RESUMO

O trabalho consiste em minimizar a área da secção transversal de uma viga
retangular, fixada horizontalmente em uma parede, submetida a um momento fletor
e a uma força cisalhante, sendo que este tipo de aplicação tem a característica de
não linear. Portanto, o método utilizado foi o de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), que
encontra pontos candidatos a solução ótima do problema. Em seguida, aplicou-se as
condições de segunda-ordem, que determinam qual dos pontos encontrados é
realmente a solução do problema. Deste modo, através da programação não-linear
foi encontrada a dimensão ideal da secção transversal de uma viga fixada hori-
zontalmente em uma parede, satisfazendo as restrições do problema que consistem
da tensão de flexão máxima permitida, da tensão de cisalhamento máxima permitida
e que a espessura não deve exceder duas vezes a largura. O resultado da análise
teórica se mostrou coerente com o resultado obtido pelo método gráfico.

Palavras-chave: otimização, programação não linear, método Karush-Kuhn-Tucker,
viga

ABSTRACT

The purpose of the present work was to minimize the cross-sectional area of
a rectangular beam subjected to a bending moment an to a shear force.  Due to the
non-linear characteristic of the problem,  the  Karush-Kuhn-Tucker (KKT) method
was used to find the candidates points of the solution. Then, the second-order conditions
were applied to determine which of these candidates points  were really the solution
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of the problem. So, using the non-linear programming, the ideal dimension of the
cross-sectional area  of a beam fastened horizontally in a wall was found,  considering
the allowable bending stress, the allowable bending shear stress and the fact that the
thickness of the bean should not exceed twice its width. The results of the theoretical
analysis were coherent with those obtained by  the  graphic method.

Key words: optimization, non-linear programming, Karush-Kuhn-Tucker method,
beam

1. Introdução

As últimas décadas têm-se caracterizado por
uma aplicação crescente de métodos científicos na re-
solução de problemas tecnológicos complexos. Um dos
principais fatores que têm contribuído para isso é o
avanço tecnológico, principalmente na área de otimiza-
ção. Muitos problemas aplicativos de otimização são
citados (Instituto de Matemática e Estatística, 2005)
como projetos de sistemas de distribuição de energia
elétrica, posicionamento de satélites, projetos de com-
putadores e de chips VLSI, roteamento ou escalona-
mento de veículos, alocação de trabalhadores ou má-
quinas a tarefas, empacotamento de caixas dentro de
um containers, corte de barras e placas, etc. Muitos
desses problemas podem ser modelados como pro-
blemas de maximizar (ou minimizar) uma função cujas
variáveis devem obedecer a certas restrições, e de mo-
do geral o ponto ótimo se encontra no contorno do
domínio da região viável, podendo também ser interior
à região factível. Encontrar soluções ótimas, ou mes-
mo aproximadas, para esses tipos de problemas é um
desafio nem sempre fácil de ser vencido A otimização
visa fundamentalmente o estudo teórico de técnicas pa-
ra a solução de problemas como os descritos acima,
bem como a implementação eficiente de tais técnicas
para a solução de problemas mais complexos.

Um detalhe importante para a compreensão e
manipulação de um problema de programação mate-
mática é a sua modelagem, por meio da qual torna-se
mais clara e evidente a apresentação do problema, fa-
cilitando os procedimentos para sua resolução. O tra-
balho desenvolvido por Hernández (1998), apresenta
a otimização de estruturas de aço, e o procedimento
adequado da construção da modelagem do problema,

que tem grande importância para aplicações práticas
de engenharia. Para este tipo de aplicação, ele definiu
as variáveis do problema, o conjunto de restrições e a
função objetivo do problema. Formulou deste modo o
processo de otimização, considerando o peso da es-
trutura e a tensão máxima que ela suporta como o con-
junto de restrições, para minimizar a função objetivo
dada pela área transversal destas estruturas, ainda
mostrou a representação gráfica do conjunto de restri-
ções que mostra a localização da solução ótima.
Griffiths et al. (2003) tratarão este problema por uma
heurística diferente das propostas pelos métodos tra-
dicionais, o método aplicado foi o Algoritmo Genético
(GA).

A otimização também tem muitas aplicações
nas áreas comerciais e industriais, sendo de suma im-
portância para o planejamento de maximizar o lucro
ou minimizar os custos de uma empresa. Além disso,
pode projetar sistemas adequados na área de enge-
nharia, melhorando as características desse sistema e
economizando o custo, por isso, os problemas de otimi-
zação também são de grande importância do ponto de
vista econômico. Birgin et al. (2005) mostra um exem-
plo dessa aplicação, trata-se do processo empilhamento
de carga dentro de um container. O problema consiste
em colocar um número máximo de cilindros de deter-
minado raio em uma caixa retangular, para isto, elabo-
rou um fluxograma onde desenvolveu o processo de
otimização, e o resultado numérico foi comparando com
outros métodos.

1.1. Objetivo do Trabalho
Neste trabalho foi realizada a aplicação da teo-

ria de otimização, neste caso, trata-se em minimizar a
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área da secção transversal de uma viga retangular, fi-
xada horizontalmente na parede (Arora, 1989), sub-
metida a um momento fletor e a uma força de corte
máximo. Para este fim, aplicou-se o método mais geral
da programação não-linear desenvolvido por Karush-
Kuhn-Tucker (KKT), onde são encontrados pontos
candidatos a ótimo do problema, e em seguida aplica-
ram-se as condições de segunda-ordem para verificar
se o ponto encontrado é realmente a solução ótima do
problema.

1.2. Problemas de Otimização com Restrições
a) Formulação não-linear
O problema de programação não-linear é pro-

posto através da modelagem de uma função objetivo
f(x) não-linear e condicionada por certas restrições,
seja por equações e/ou inequações lineares ou não-
lineares. Em geral, como mostra Chong et al. (1996), onde
a variável é representada pelo vetor x = (x1, x2, ..., xn)
e a estrutura do problema de otimização é representa-
da, como:

Minimizar f(x)

sujeito a hi (x) = 0,  i  = 1, ..., m
gj (x) < 0,  j  = 1, ..., p,

onde

⎩
⎨
⎧

Definição 1: Qualquer ponto satisfazendo
as restrições do problema é chamado um ponto
factível. O conjunto de todos os pontos factíveis
(candidatos a ponto ótimo) é dado por Chong et al.

Definição 2: Um ponto x* satisfazendo as
restrições h1(x

*)=0,...,hm(x*)=0 é chamado pon-
to regular das restrições se os vetores gradientes

                          são linearmente independen-
tes (Luenberger, 2003).

b) Definição de minimização
O problema de otimização é encontrar o valor

mínimo para uma função objetivo, respeitando um con-
junto de restrições (região factível). Mas primeiramen-
te é necessário definir o ponto ótimo de uma função
(Arora, 1989):

· Ótimo local é o valor ótimo (máximo ou míni-
mo) da função objetivo em uma sub-região da região
factível.

· Ótimo global é o valor ótimo (máximo ou mí-
nimo) da função objetivo em toda a região factível.

c) Condições Necessárias de Primeira-
Ordem

As condições necessárias de primeira-ordem
são importantes para determinar pontos candidatos à
solução ótima de um problema. O ponto candidato ao
mínimo local deve ser factível (definição 1), por isso
deve-se verificar atentamente todas as restrições esta-
belecidas para assegurar que o teorema seguinte seja
satisfeito.

Teorema 1 - Condições Necessárias de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Seja x* um ponto re-
gular de um conjunto de restrições e a existência do
mínimo local de f(x) é estabelecido pelas restrições:

hi (x) = 0,  i  = 1, ..., m
gi (x) < 0,  i  = 1, ..., p

Define-se a função de Lagrange como (Chong,
et al. 1996):

(1996):
x    Rn  : h(x) = 0, g(x) < 0

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

∈
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Neste teorema,    refere-se ao vetor multi-

plicador de Lagrange e u* o vetor multiplicador de
Karush-Kuhn-Tucker (Chong, et al. 1996), de tal
maneira que a Lagrangeana é estacionária com rela-
ção a

onde todas as derivadas são calculadas no ponto x*.

Definição 3: A inequação            é dita ati-
va em x se                , e é inativa em x se
(Chong, et al. 1996).

d) Condições Necessárias e Suficientes de
Segunda-Ordem

As soluções das condições necessárias de pri-
meira-ordem são pontos candidatos a mínimo local de
um problema. As condições necessárias e suficientes
de segunda-ordem determinam se algum dos pontos
encontrados é realmente um mínimo local ou não.

Teorema 2 - Condições Necessárias de Se-
gunda-Ordem Seja x* satisfazendo as condições ne-
cessárias de primeira ordem (KKT) para problemas
de otimização. Define-se a Hessiana da função de
Lagrange L em x* como (Arora, 1989):

Considerar uma direção factível diferente de zero
    satisfazendo o seguinte sistema linear no pon-

to x*:

Então para         ser um ponto de mínimo local do*x

Definição 4: O plano tangente no ponto x* da
superfície                                      é o conjunto
(Luenberger, 2003):

então x* é um ponto de mínimo global ( significa que
não existem outros pontos de ótimo local na vizinhan-
ça de x*).

Teorema 4 - Condição Suficiente Forte. Seja
satisfazendo as condições necessárias de primeira

ordem de KKT para problemas de otimização. Defi-
ne-se a Hessiana                      para a função de Lagran-
ge no ponto  x* como

Teorema 3 - Condições Suficientes de Se-
gunda-Ordem. Seja x* satisfazendo as condições ne-
cessárias de primeira-ordem de KKT para problemas
de otimização. Se

Então se                      é definida positiva, x* é um
ponto de mínimo global.

Definição 5: A forma quadrática de uma fun-
ção                                ou de uma matriz A pode ser
definida como positiva, semidefinida positiva, negati-
va, semidefinida negativa ou zero. A verificação desta
afirmação pode ser feita através dos autovalores ou
dos determinantes das sub-matrizes das menores prin-
cipais (Arora, 1989).

2. Aplicação da otimização usando a progra-
mação não-linear

Uma viga de secção transversal retangular está
sujeita a um momento fletor dado por M (N.m) e a

problema, ele deve satisfazer:
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to é dada por                        , onde b é a largura e d é
a espessura da viga de seção transversal em unidades
de mm. Deve-se cumprir que as tensões de flexão e de
cisalhamento não devem exceder aos valores máximos
permitidos 10MPa e 2MPa, respectivamente. Exige-
se também, que a espessura da viga não exceda duas
vezes o tamanho da largura. Desse modo, deseja-se
minimizar a área do corte transversal da viga, mostra-
da na Figura 1.

Figura 1 - Uma viga retangular submetido a um momento
fletor M e a uma força de cisalhamento V.

A função objetivo para o problema é a área da
secção transversal, que é dada por:

(1)

As restrições do problema consistem do mo-
mento fletor, tensão de cisalhamento e a espessura em
razão da largura. Para esta aplicação, foi considerado
M = 40KN.m e V = 150KN (Arora, 1989).

(2)

(3)

A tensão do momento fletor permissível é:

(4)

E a tensão de cisalhamento permissível é:

(5)

Logo, segundo as eqs. (2) e (4), (3) e (5) tem-
se:

A restrição da tensão do momento fletor:

A restrição da tensão cisalhante:

A condição exigindo que a espessura não exce-
da duas vezes a largura pode ser expressa como:

Finalmente, as condições de não-negatividade:

Em seguida o modelo deve ser proposto na for-
ma padrão para sua resolução pelos teoremas citados
na teoria de programação não-linear:

minimizar f(b,d) = bd ]

uma força de cisalhamento máximo dado por V (N).
Para esta situação, a tensão de flexão na viga é dada

pela equação                              e a tensão de cisalhamen-
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2.1. Processo de Otimização
Acrescentando as constantes    , onde i = 1,

2,...,5, pelo teorema 1:

2
is

Minimizar f(b,d) = bd

(9)

(7)

(6)

(8)

Para poder analisar de maneira mais viável as
variáveis ui e si , é necessário construir um planeja-
mento fatorial em dois níveis (Box, 1978) das variá-
veis ui (i=1,2,3,4,5), pois estas variáveis podem assu-
mir só dois valores, zero ou valores positivos. Como
conseqüência desta montagem, é possível analisar os
valores de si , sendo que estes valores também obede-
cem a forma da estrutura de planejamento fatorial.

Como são 5 variáveis de ui, então tem-se 2n  =
25 = 32 possibilidades. Este tipo de planejamento pode
ser observado na Tabela 1:

Tabela 1 - Possíveis valores de ui e si.

                                          (10)
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A equação de Lagrange para este problema aplicando o teorema 1 é dada por:

Derivando a equação de Lagrange em função
de b e em função de d, pelo teorema 1, e igualando
estas derivadas a zero, obtém-se as condições de KKT:

(11)

(12)

(13)

Para resolver as condições de KKT, deve-se
analisar os 32 casos da tabela 1:

· Quando u1 = u2 = u3 = u4 na equação (11),
ocorre d = 0, que é falso, pois d (espessura da viga)
deve ser positivo. Cancelam-se, então, os casos 1 e 2
(linhas 1 e 2 da tabela).

· Quando u1 = u2 = u3 = u5 na equação (12),
ocorre b = 0, que é falso, pois b (largura da viga) deve
ser positivo. Cancela-se, então, o caso 3 (linha 3 da
tabela).

· Quando s4 e/ou s5 na equação (9) e/ou (10)
forem iguais a zero, ocorre b = 0 e/ou d = 0, que é
falso. Conseqüentemente cancelam-se os casos (linhas)
2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 22,
23, 24, 26, 27, 28, 30, 31 e 32 da tabela 1.

Eliminando-se estes casos, ainda resta analisar
os casos 9, 13, 17, 21, 25 e 29 da tabela 1.

Caso (linha) 9: u1 = s2 = u3 = u4 = u5 = 0
Substituindo estes valores nas equações (7), (11)

e (12) obtém-se: bd=1,125.105 e                                   ,
satisfazendo as condições de KKT. Assim, a equação
bd=1,125.105 substituindo nas restrições (g1) e (g3)

mostra uma família de soluções possíveis dada pelo in-
tervalo:

Caso (linha) 13: u1 = s2 = s3 = u4 = u5 = 0
Substituindo nas equações (8) e (7) tem-se d =

474,34 mm e b = 237,17 mm. Logo, substituindo es-
tes valores nas equações (11), (12) e (g1) tem-se u2 =
5,625.104, u3 = 0 e 05,5g1 ≤−= , que satisfazem as
condições de KKT. Portanto, o ponto é um candidato
a ponto ótimo.

Caso (linha) 17: s1 = u2 = u3 = u4 = u5 = 0
Substituindo estes valores nas equações (11) e

(12) obtém-se um sistema com duas equações incon-
sistentes, ou seja, não existe solução para este caso.

Caso (linha) 21: s1 = u2 = s3 = u4 = u5 = 0
Substituindo estes valores nas equações (13) e

(11) obtém-se o ponto b=181,71 mm e d=363,42 mm.
Porém, esse ponto resulta u1=4,402,35 e u3=-60,57<0,
logo este caso não tem solução.

Caso (linha) 25: s1 = s2 = u3 = u4 = u5 = 0
Substituindo estes valores nas equações (11) e

(12) tem-se bd=112.500, e usando este valor na equa-
ção (11) encontra-se d=213,33 mm e b=527,34 mm.
Substituindo esses pontos nas equações (6), (7) e g3,
obtém-se u1 = 0, u2 = 5,625.104 e g3 = -841,35<0 .
Logo, as condições de KKT são satisfeitas e esse pon-
to é um candidato a solução ótima.

Caso (linha) 29: s1 = s2 = s3 = u4 = u5 = 0
Substituindo estes valores nas equações (8) e

(6) obtém-se b=181,71 mm e d=363,42 mm. Mas,

++
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substituindo estes pontos nas equações (11) e (12) re-
sulta um sistema com duas equações e três incógnitas,
que é um sistema indeterminado, ou seja, não há solu-
ção para este caso.

Com a análise de todas as possibilidades foram
encontrados três pontos candidatos a solução ótima,
que foram os casos 9, 13 e 25. Porém, resta saber
qual ponto encontrado é realmente a solução ótima do
problema. Para isto é necessário analisar as condições
necessárias e suficientes de segunda-ordem aplicando
os teoremas 2 e 3.

Analisando as condições de otimilidade de se-
gunda ordem para o caso 9 (teorema 2). Para isto foi
calculada a Hessiana da equação Lagrangeana, que é
dada pela soma da Hessiana da função objetivo com o
produto do vetor multiplicador de Lagrange pela
Hessiana da restrição ativa. Assim:

Verificando a forma dessa matriz pelo teore-
ma de sub-matrizes (Arora, 1989), encontrou-se que

é semidefinida positiva, logo o ponto encontra-
do não é um mínimo global (teorema 4). No entanto, é
necessário verificar se o ponto candidato será um mí-
nimo local.

Dessa maneira, deve-se encontrar uma direção
pertencente ao plano tangente (definição 4), ou

seja:

, onde
é o gradiente da restrição ativa g2 (definição 3) e      o

o vetor           . Que resulta:

é uma cte

Portanto:

O resultado de Q=0 significa pelo teorema 2,
que o ponto encontrado é o mínimo local do proble-
ma. Neste caso, tem-se uma família de soluções pos-
síveis que está no intervalo:

Os pontos encontrados no caso 13 e no caso
25 estão contidos no intervalo acima, por isso não foi
necessário analisar as condições necessárias e sufici-
entes de segunda ordem para os pontos encontrados
nestes casos, que também serão soluções para o pro-
blema.

2.2. Solução Gráfica para a Modelagem de
uma Viga Retangular

Foi feita uma solução gráfica através das restri-
ções g1, g2 e g3, tal como é mostrada na Figura 2. A
interseção destes conjuntos mostra a solução factível e
dentro desta região mostra-se também a curva A-B que
é a solução ótima do problema. Sendo que esta solução
ótima concorda com a análise teórica feita. Observa-
se que a solução ótima da espessura (d) e da largura
(b) encontram-se dentro de um intervalo, tal como,

.
Sabe-se que peso da viga é proporcional ao

volume da viga e por sua vez o volume é proporcional
à área transversal da viga. Por este motivo, que a fun-
ção objetivo foi considerada como a área transversal
da viga.Esta corroboração é possível de fazer se a fun-
ção objetivo possuir somente duas variáveis e para uma
função objetivo de duas ou mais variáveis só é possí-
vel através de tratamentos teóricos ou através de soft-
wares disponíveis no mercado.

     e
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Figura 2 - Região factível e solução ótima do problema da
viga retangular.

3. Conclusão

No estudo da programação não-linear não existe
um algoritmo “universal”, ou seja, não se têm à dispo-
sição, ainda, algoritmos eficientes que garantam a ob-
tenção de pontos de ótimo global para modelos não-
lineares, visto que os graus e complexidade de não-
linearidade podem ser bastante diversificados. Devido
a isso e ainda pelo fato de não haver essa garantia da
obtenção do chamado ótimo global, mas somente de
pontos de ótimo local, a otimização global vem justi-
ficando um grande número de trabalhos de pesquisa.
Neste trabalho foi aplicado o método mais geral da
programação não-linear desenvolvido por Karush-
Kuhn-Tucker (KKT), onde foram encontrados pon-
tos candidatos a solução ótima do problema, analisan-
do-se todas as possibilidades através de um planeja-
mento fatorial de dois níveis, e em seguida aplicaram-

se as condições de segunda-ordem para determinar se
algum dos pontos encontrados era realmente a solu-
ção ótima do problema. Como resultado obteve-se
que as variáveis designadas estavam contidas num de-
terminado intervalo, ou seja, há uma família de solu-
ções possíveis dentro de alguns limites especificados.
Comparou-se ainda o resultado analítico com o resul-
tado gráfico, sendo que ambos mostraram-se coeren-
tes.
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