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Resumen: La ciencia cuestiona la pertinencia de la geometria escolar por el tratamiento que hace del espacio.
Por ello, en la investigacion, se discute la incorporacion de geometrias no euclidianas en la formacién inicial y
continua del profesorado de matematicas. De ahi que esta revision de literatura se proponga sintetizar y describir,
en un rango amplio y actual, el estado reciente de la investigacién en matematica educativa sobre estas geometrias
en la formacion docente. Para ello, se configuré un método en tres momentos: la blisqueda; la evaluacion,
seleccion y organizacion de las fuentes encontradas; y la lectura, andlisis y redaccion de resultados. Como
resultados, destaca un interés regional y temporal que prioriza la practica docente. Ademas, se reconoce una
perspectiva deficitaria y prescriptiva del conocimiento del profesorado y una perspectiva, minoritaria, del
profesor como sujeto de conocimiento. Se concluye con la necesidad de investigacion sobre varios fenémenos,
entre ellos, las generalizaciones euclidianas.

Palabras-clave: Educacion matematica. Contenidos de la formacion docente. Geometria.

Resumo: A ciéncia questiona a relevancia da geometria escolar por seu tratamento do espago. Portanto, a
pesquisa discute a incorporagao de geometrias nao euclidianas na formagao inicial e continuada de professores
de matematica. Assim, esta revisio de literatura visa sintetizar e descrever, de forma ampla e atual, o estado
recente da pesquisa em educagdo matematica sobre essas geometrias na formagao de professores. Para isso,
configurou-se um método em trés momentos: a busca; a avaliagao, sele¢ao e organizacao das fontes encontradas;
e leitura, andlise e redagao dos resultados. Os resultados destacam um interesse regional e temporal que prioriza
a pratica docente. Além disso, reconhece-se uma perspectiva deficitaria e prescritiva do conhecimento dos
professores e uma perspectiva, minoritaria, do professor como sujeito do conhecimento. Conclui-se que ha a
necessidade de pesquisas sobre diversos fenémenos, inclusive generalizagdes euclidianas.
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Abstract: Science challenges the relevance of school geometry in its treatment of space. Therefore, the research
discusses the incorporation of non-Euclidean geometries in the initial and continuing education of mathematics
teachers. Hence, this literature review aims to synthesize and describe, in a broad and current range, the recent
state of research in educational mathematics on these geometries in teacher education. To do this, we configured
a method in three moments: the search, evaluation, selection, and organization of the sources found and reading,
analyzing, and writing results. The results highlight a regional and temporal interest that prioritizes teaching
practice. Furthermore, a deficit and prescriptive perspective of teachers' knowledge and a minority perspective
of the teacher as a subject of knowledge are recognized. We conclude with the need for research on various
phenomena, including Euclidean generalizations.

Keywords: Mathematics education. Contents of teacher education. Geometry.

Introduccion

La geometria euclidiana ha sido el fundamento tematico de la geometria escolar desde los
inicios del estudio de la geometria, dado que permite la organizacion y sistematizacion del
conocimiento intuitivo y experimental del espacio en el que vivimos (Moreno-Armella; Brady; Elizondo,
2018). Sin embargo, la investigacion en el campo de la educacion de la geometria en los ultimos afios
refleja los cuestionamientos hechos desde la ciencia sobre la pertinencia de este conocimiento en el
ciudadano actual, debido a la importancia del razonamiento visoespacial y al tratamiento multidisciplinar
del espacio (Sinclair et al., 2016; Sinclair; Cirillo; Villiers, 2017; Viveros, 2019).

Es de interés para la ciencia actual entender el espacio y sus cambios, por ello se crean y
combinan disciplinas cientificas —tales como astronautica, geonautica, geofisica, ingenieria oceanica y
naval, fisica del espacio y ciencias atmosféricas— que pretenden una descripcion mas detallada del
espacio y donde la geometria euclidiana se limita a lo local (Bruce et al., 2017; Soares et al., 2020). Estas
ciencias demandan conocimientos geométricos que trasciendan del espacio local al molecular y al
astronoémico desde el bachillerato, para cimentar en el estudiantado su conocimiento disciplinar o
multidisciplinar en los estudios universitarios y, en tanto ciudadania, le permitan tratar con su entorno.

Buscando el desarrollo de razonamientos y habilidades en esta direccion, en algunos lugares se
incorporaron las Geometrias No Euclidianas (GNE) dentro de los curriculos de bachillerato, recayendo
en el profesorado de matematicas la responsabilidad de ocuparse de su atencién. Esto implicé también
la integracion de las GNE en curriculos para la formacion inicial docente de matematicas y en
programas de formacién continua. Sin embargo, en paises como Costa Rica, Colombia, Chile y
Argentina, las GNE no estan presentes en los niveles basicos, pero se encuentran en algunos curriculos
para la formacion inicial del profesorado de matematicas.

Con el antecedente que se tiene en el campo de la educacién de la geometria, cuando se hace
referencia al conocimiento geométrico del profesorado, las GNE en la formacion docente de

matematicas genera multiples preocupaciones. Como se ha puesto un énfasis significativo al dominio
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matematico, algunos estudios identifican carencias, deficiencias, errores y comprensiones limitadas
(Jones; Tzekaki, 2016), es decir, un enfoque centrado en las deficiencias del profesorado sobre
determinados procesos o conceptos matematicos (Ponte; Chapman, 2006), que trae como
consecuencia las prescripciones de lo que debe conocer. Se vislumbra que, desde la investigacion, el
acercamiento a las GNE como conocimiento matematico para la ensenanza sera atendido desde estas
mismas perspectivas (deficitaria y prescriptiva).

Sin embargo, desde el campo del desarrollo profesional docente y en especifico los programas
de investigacion sobre el conocimiento del profesorado de matematicas, se reconoce que es complejo
referir a este conocimiento, dada la necesaria combinacion de multiples saberes, por lo que, para su
descripcion y estructura, se proponen modelos que pretenden sistematizarlos. Por ejemplo, con alguno
de estos modelos, las GNE como conocimiento matematico deben estar imbricadas con otros
conocimientos, asi como el curricular, pedagdgico, entre otros. Por lo tanto, incorporar estas
geometrias en la formacion docente requiere fundamentos en diferentes direcciones.

En Brasil, por ejemplo, se incorporaron estas geometrias tanto en bachillerato como en la
formacion del profesorado. Por ello, la investigacion sobre las GNE generé por lo menos dos cambios
en los objetos de estudios —que aun no se ven reflejados en las discusiones globales y generales sobre
la educacion de la geometria—, de centrarse en los estudiantes de bachillerato o educacién basica a
enfocarse en el profesorado y su formacion; y de analizar las GNE como conocimiento matematico a
estudiar también su didactica. En los ultimos ahos, la preocupacién por el estudio de las GNE en la
formacion docente ha incrementado, dejando consigo resultados de investigacion que atienden su
tratamiento; resultados que requieren de una articulacién y sistematizacion como producto o estado
actual de las investigaciones recientes en este campo.

Por ello, este estudio propone una revision de literatura que tiene por objetivo sintetizar y
describir, en un rango amplio, el estado actual de la investigacion en matematica educativa sobre las
GNE —tomando en consideracion las dos principales: la geometria hiperbdlica y la geometria eliptica-
esférica— como conocimiento del profesorado de matemiticas. Con una vision global de la
investigacion sobre las GNE como conocimiento del profesorado de matematicas, esta revision
representara un aporte al campo al sintetizar un rango amplio y actual de estudios relevantes sobre las
GNE en y para la formacion del profesorado. También es un aporte en cuanto permite contextualizar
y/o fundamentar nuevos estudios con dicha poblacién en el area de geometria y mostrar espacios de
investigacion abiertos, donde investigadoras e investigadores interesados puedan reconocer

fenédmenos de estudio.
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Metodologia

Con base en el marco busqueda, valoracion, sintesis y analisis (SALSA - Search, Appraisal,
Synthesis and Analysis) propuesto por Grant y Booth (2009), para esta revision de literatura, se
configuré un método empirico con un grado de sistematicidad que permitiera el logro del objetivo
propuesto. Aunque este marco fue utilizado por Grant y Booth (2009) para clasificar revisiones de
literatura, se retomo su estructura para constituir un método en tres momentos: la busqueda; la
evaluacion, seleccion y organizacion de las fuentes encontradas; y la lectura, andlisis y redaccion de

resultados (ver Figura ).

FIGURA |. Método de revision de literatura

Evaluacién, seleccion y Lectura, analisis y
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Fuente: construccion propia.

Previo a la busqueda, se necesitdé especificar el objetivo de la revision (presentado
anteriormente). Ademas, se definieron palabras claves y combinaciones de ellas en espafiol, portugués

€

e inglés, a saber: “profesor (docente)” AND “geometria”, “profesor (docente)” AND “geometria no
euclidiana”, “profesor (docente)” AND *“geometria esférica”, “profesor (docente)” AND ‘“‘geometria
hiperbélica”. Después, se determinaron los lugares de busqueda; para ello, dada la posibilidad en cuanto
acceso, se retomaron las siguientes bases de datos y buscadores: Dialnet, SpringerLink, ]STOR, Scopus,
Scielo, Eric, Conricyt, Web of Science, Latindex y Google Scholar.

Por ultimo, se establecieron criterios de inclusiéon, tomando en consideracion toda tesis
(maestria y doctorado), articulo de investigacién y/o libro o capitulo de libro donde se investiguen las
GNE (geometria hiperbdlica y geometria esférica) con profesores y profesoras de matematicas o
estudiantes de cualquier nivel educativo, con referencias o reflexiones sobre el profesorado; y todo
documento publicado desde el 2010 hasta abril del 2023, a excepcién de documentos publicados en
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anos anteriores, citados en los documentos seleccionados, que estén dentro del rango de tiempo y
que sean considerados importantes para el proyecto, es decir, donde se reflexione sobre las GNE
como conocimiento del profesorado de matematica.

Tomando en consideracion los elementos anteriores, se desarroll6 la busqueda. Seguidamente,
se hizo una evaluacion, seleccion y organizacion de las fuentes encontradas; para ello, a través de la
lectura del titulo, el resumen y la revista a la que pertenecen, se clasificaron por revista y en dos
categorias de contenido como primera organizacién de los documentos: los estudios sobre las GNE
con el profesorado de matematicas como poblacion, y estudios con otras poblaciones, estudiantes en
diferentes niveles educativos, que hacen referencia al profesorado en sus problematicas, discusiones
y/o prospectivas.

Luego, para la lectura de los documentos, internamente, en las dos categorias de la
organizacién inicial, se clasificaron y etiquetaron los documentos por colores: verde, azul y amarillo.
Los documentos etiquetados en color verde eran los documentos —articulos o capitulos con
estructura de reporte de investigacion, de reflexion teorica o histérica, sin considerar libros o tesis—
que en su totalidad tratan sobre las GNE y la formacién del profesorado de matematicas. Las fuentes
marcadas con color verde fueron leidas a profundidad y de cada una de ella se elaboré una ficha
bibliografica y se hicieron notas rapidas, recordatorio de ideas asociadas a las lecturas; notas de
literatura, opiniones o reflexiones sobre apartados especificos de la lectura; y notas permanentes,
reflexiones justificadas por argumentos de varias fuentes.

Los documentos etiquetados con color azul son aquellos en los que Gnicamente algunos de los
apartados del documento refieren a las GNE y la formacion del profesorado de matematicas. Aqui se
contemplan las tesis, libros y algunos articulos, de los cuales se leyeron a profundidad unicamente los
apartados de interés y se hicieron notas rapidas, de literatura y permanentes sobre su informacion.
Finalmente, los documentos etiquetados de color amarillo son aquellos documentos en los que su
objeto de estudio no son las GNE como conocimiento docente, pero algunos apartados del
documento, como la problematica, la discusion y conclusion, presentan reflexiones sobre ello. Los
apartados de interés de las fuentes marcadas con color amarrillo fueron leidos de manera exploratoria,
sacando de ellas algunas notas rapidas.

De los productos de las lecturas, en el analisis se construyeron tablas descriptivas de los
documentos, tomando en consideracion: base de datos, revista, ano de publicacion, geometria que
tratan (hiperbdlica, esférica o ambas), poblacion, idioma, tipo de produccién académica (tesis, libros,
capitulo o articulo), pais donde se desarroll6 el estudio, y tipo de investigacion (empirica o teodrica).

Ademas, en mapas conceptuales, se construyeron y organizaron categorias emergentes de informacion,
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las cuales permitieron atender el objetivo. Dado el caracter descriptivo de éste, se optd por un método
inductivo para la construccion de estas categorias (Moraes, 2003), a partir de preguntarse qué
pretenden, buscan o explican estas investigaciones.

Se identifico que las investigaciones exponen la importancia de estas geometrias como
conocimiento del profesorado de matematicas, pero reconocen algunos obstaculos que se anteponen
al estudio de estas geometrias en la formacidon docente y, consecuencia de ello, promueven recursos
didacticos que puedan favorecer su tratamiento con esta poblacidon. A partir de esta estructura de
abordaje, se construyeron las siguientes categorias de informacion: argumentos que se anteponen a la
incorporacion de las GNE en la formacion del profesorado de matematicas, argumentos que justifican
o favorecen esta incorporacién y los elementos didacticos que se propone para llevar a cabo dicha

incorporacion.

Resultados

Los resultados de esta revision se presentan en dos fases: la fase descriptiva, donde se pretende
una exposicion de los documentos seleccionados a través de algunas caracteristicas y sus implicaciones;

y la fase analitica, producto del estudio detallado de las categorias emergentes de informacion.

a) Fase descriptiva

De la busqueda, se tomaron en cuenta 38 documentos como unidades de anilisis, cuya
descripcion se puede revisar en el Apéndice A. Al organizarlos, se clasificaron en dos categorias iniciales
de contenido: estudios sobre GNE con el profesorado de matemadticas como poblacion (28
documentos) y estudios con otras poblaciones, estudiantes en diferentes niveles educativos, que hacen
referencia a la poblacion docente en sus problematicas, discusiones y/o prospectivas (7 documentos).
Sin embargo, ya que algunos documentos no aplicaban a esta clasificacion, los documentos que reportan
revisiones de literatura o reflexiones tedricas (3 documentos), se cred una tercera categoria
denominada Sin poblaciéon (ver Tabla 1).

La mayoria de los documentos son articulos de investigacién, esto porque normalmente los
articulos son productos que condensan los principales resultados de una investigacién, ademas, por la
clasificacion por colores, de las tesis Unicamente se leyeron algunos apartados; en cambio, los articulos
que tenian como poblacién al profesorado de matematicas, los cuales fueron la mayoria, se clasificaron
en color verde y se leyeron a profundidad. En los criterios de inclusion se especifico que se podrian
incorporar documentos publicados con anterioridad que particularmente discutieran sobre las GNE

como conocimiento del profesorado de matematica. Uno de ellos fue publicado en el 2003.
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Variables Profesores Estudiantes pobsl:li()n CarIi(:j::I %)
Idioma
= Espafol I 0 0 | (2.6%)
= Inglés 5 3 0 8 (21.1%)
= Portugués 22 4 3 29 (76.3%)
Produccion académica
=  Tesis (doctorado) [ 0 0 I (2.6%)
= Tesis (maestria) 2 0 0 2 (5.3%)
= Capitulo de libro 0 2 0 2 (5.3%)
= Articulo 25 5 3 33 (86.8%)
Pais donde se hizo el estudio
= Canada I 0 0 | (2.6%)
=  Estados Unidos I 0 0 | (2.6%)
= Indonesia I 0 0 | (2.6%)
= ltalia y Hungria I 0 0 | (2.6%)
= ltalia 0 I 0 | (2.6%)
= México | 0 0 | (2.6%)
*  Portugal | 0 0 | (2.6%)
«  Chile 0 | 0 1(2.6%)
=« Grecia 0 I 0 | (2.6%)
= Brasil 22 4 3 29 (76.3%)
Tipo de investigacion
= Tedrica 7 0 3 10 (26.3%)
= Empirica 21 7 0 28 (73.7%)
Afio de publicacion
= 2003,2010-2011 2 0 0 2 (5.3%)
= 2012-2014 7 I 0 8 (21.1%)
= 2015-2017 8 I I 10 (26.3%)
= 2018-2020 4 3 0 7 (18.4%)
= 2021 — (abril, 2023) 7 2 2 11(28.9%)
Clasificacion por colores
= Amarillo I 7 I 9 (23.7%)
= Azul 7 0 I 8 (21.1%)
=  Verde 20 0 I 21 (55.3%)

Fuente: elaboracion propia.

Esta tabla permite hacer algunas observaciones orientadas al interés situacional de la

investigacion en matematica educativa sobre las GNE como conocimiento del profesorado de

matematicas. Tanto el idioma de publicacion como el pais donde se desarrollaron los estudios

muestran, con un 76.3%, el interés que ha puesto Brasil en la investigacién y discusion del tema. Sin

embargo, es importante especificar que, aunque el porcentaje es el mismo para el idioma y el pais, no

refiere a los mismos documentos, dado que se tiene una investigacion escrita en inglés realizada en
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Brasil y una investigacion escrita en portugués desarrollada en Portugal. Como se mencioné en la
introduccion, Brasil ha incorporado en diferentes estados estas geometrias en la educacion basica y
bachillerato, por lo que tiene sentido la ampliacion de esta incorporacion e investigacion en la
formacion docente.

Los anos de publicacion muestran un interés temporal por esta problematica. En los ultimos
anos, la investigacion sobre las GNE como conocimiento del profesorado de matematicas ha
incrementado. Dado que la mayoria de las investigaciones se ha desarrollado en Brasil, se puede pensar
que la preocupacion por esta problematica es situacional en cuanto espacio y tiempo, de hecho, la
evidencia descriptiva de esta revision justifica esta idea. Sin embargo, antes de platear una conclusion
al respecto, es necesario considerar dos argumentos mas: el primero, que existen investigaciones en
otros paises que exponen esta preocupacion y que hacen investigacion al respecto, pero que no tienen
las mismas justificaciones y motivaciones; y el segundo, que existen algunos paises que no tienen
incorporadas las GNE en la educacion basica, pero que las tienen en los curriculos para la formacién
docente de matematicas.

Las caracteristicas de los documentos seleccionados representan un contexto de analisis, que
permitira reconocer en la fase analitica resultados que se fundamentan en experiencias particulares.
Con una segunda clasificacion por colores, se desarrollé la lectura de los documentos; y con base en

las categorias de analisis, se estructuro la fase analitica.
b) Fase analitica

Los resultados de la fase analitica se presentan desde las categorias emergentes de informacion,
las cuales se configuraron con la lectura y analisis critico de las fuentes al preguntarse por el interés de

estas investigaciones.

Categoria |: Argumentos que se anteponen a la incorporacion de las GNE en la formacion del

profesorado de matematicas

Estos argumentos atienden diferentes situaciones; por ello, para fines explicativos, se
categorizaron en: argumentos historicos-educativos, recurrentes en investigaciones educativas a través
del tiempo; argumentos cognitivos, referentes al proceso de aprendizaje de estas geometrias;
argumentos didacticos, asociados a las condiciones y conocimientos didacticos necesarios para su
estudio; y los argumentos contextuales, vinculados a las circunstancias sociales y culturales en las que

se estudia o podrian estudiarse.
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Entre los argumentos historico-educativos se reconocen dos problematicas asociadas a la
geometria escolar, la poca actualizacion tanto del conocimiento geométrico como del conocimiento
didactico-geométrico (Moreno-Armella; Elizondo, 2017; Santos, 2020) y el senalamiento de la
geometria relegada por la aritmética y el dlgebra y sujeta a ser ensenada bajo sus enfoques (Ferreira;
Oliveira; Dante, 2016; Pinto; Carneiro, 201 1; Santos, 2020). En la geometria escolar, se “sigue
arraigando un enfoque exclusivamente axiomatico del pensamiento geométrico, en el que el profesor
prioriza los aspectos aritméticos y algebraicos en detrimento de los geométricos” (Santos, 2020, p. 59,
traduccion propia), lo que deja a la geometria en un segundo plano. Estas problematicas obstaculizan
la incorporacion de estas geometrias en cualquier nivel educativo, ya que esta incorporacion implicaria
un cambio radical en la geometria escolar y una revaloracién de la geometria.

En esta misma categoria de argumentos, Gaiowski y Bassoi (2014) y Lovis, Franco y Barros
(2014) describen la creencia de que las profesoras y los profesores, al estudiar las GNE, van a
manifestar las mismas dificultades que mostraron quienes las construyeron. Al citar los obstaculos y
resistencias que dificultaron la construccién de las GNE, Lovis, Franco y Barros (2014, p. 20, traduccion
propia) mencionan que “la hipotesis es que estas dificultades, estos obstaculos, también se manifiestan
en los profesores/alumnos cuando estudian estos contenidos”. Ahora bien, es importante sehalar que
la construccion de estas geometrias no fue lineal, se transformo con los aportes de muchas personas
y multiples circunstancias socioculturales. Aunado a esta idea, la matematica pensada para formar parte
del conocimiento del profesorado pasa por procesos de transposicion, potenciados por intereses
politicos, comerciales, culturales, resultados de investigacion, entre otros, lo que justifica que estos
conocimientos se desprendan de los problemas, contextos y dificultades que enfrentaron y usaron
quienes las construyeron.

Entre los argumentos mas expuestos, destacan los argumentos cognitivos. El primero de ellos
refiere a la inestabilidad de los conocimientos euclidianos del profesorado, es decir, dado que en
algunos casos desconocen, combinan o usan de manera indistinta ciertas nociones geométricas
euclidianas, resulta complejo pensar en el estudio de nuevas geometrias (Lovis; Franco; Barros, 2014;
Caldatto; Pavanello, 2014; Pereira; Manrique; Antunes, 2022). Sin embargo, se requiere mas
investigacion sobre esta inestabilidad para referir a su tratamiento.

Otro de los obstaculos asociados a la geometria euclidiana, son las generalizaciones euclidianas,
también llamadas ideas o reglas euclidianas. Segun Lovis, Franco y Barros (2014), son evidentes cuando
algunos razonamientos euclidianos —verdaderos Unicamente en esta geometria— pueden ser
considerados generales sin reconocer la especificidad de la superficie en la que se trabaja, por ejemplo,

la suma de los angulos internos de un triangulo es igual a 180°, por un punto exterior a una recta pasa
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una unica paralela, y el triangulo es el poligono de menor cantidad de lados. De acuerdo con Assis
(2017), Pinto (2013), Rocha et al. (2020) y Santos (2020), estas generalizaciones son consecuencia de
la permanencia unica de la geometria euclidiana en el conocimiento geométrico del profesorado. El
arraigo de estas generalizaciones puede anteponerse al aprendizaje de otras geometrias, no obstante,
la exposicion de sus limitaciones en otras superficies genera diferencias inmediatas entre geometrias y
con ellas cuestionamientos a nociones geométricas particulares.

En esta misma categoria de argumentos, se destaca la presentaciéon y representacion de las
GNE. De acuerdo con Assis (2017), en los pocos lugares donde se estudian las GNE en la formacion
docente, estas geometrias se presentan desde un enfoque formalista, esto es, bajo un sistema
axiomatico; provocando un alejamiento en el profesorado y en consecuencia la decision de
discriminarlas de su ensenanza. Asi mismo, las representaciones graficas de los objetos geométricos en
estas geometrias dificilmente se relacionan con ese objeto, una justificacion se puede reconocer del
estudio de Lovis, Franco y Barros (2014, p. 28, traduccion propia) donde “los profesores creian que
las representaciones de los objetos geométricos eran, de hecho, el propio objeto”, lo cual dificulta
asociar dos representaciones al mismo objeto.

Finalmente, entre los argumentos cognitivos, también se anteponen aspectos linguisticos. Dada
la centracion en la geometria euclidiana, al estudiar otras geometrias, el profesorado interactia con
términos, reglas o axiomas que a priori carecen de significados, asi como, el biangulo y el triangulo
trirectangulo en la geometria esférica (Lovis; Franco; Barros, 2014). Estos argumentos complejizan el
aspecto didactico en la formacion docente, de ahi que los argumentos didacticos estén centrados en
carencias.

Sobre los argumentos didacticos, Aparecida (2015), Caldatto y Pavanello (2014), Ferreira,
Oliveira y Dante (2016), y Gambini y Lénart (2021) reconocen carencias de conocimiento disciplinar
y didactico en las y los formadores del profesorado, asociadas a las GNE. Este argumento deviene de
la ampliacion de la incorporacion de las GNE. Por ejemplo, en algunos estados de Brasil, primero se
ingresaron en bachillerato y de ahi surge la necesidad de integrarlas a la formacion docente; en
consecuencia, también se requirié que quienes formaban a estos docentes las conocieran (Caldatto Y
Pavanello, 2014).

Ademas, para justificar el estudio de estas geometrias en la formacion docente, aun se tienen
carencias de recursos didacticos y de metodologias de ensehanza (Aparecida, 2015; Gaiowski; Bassoi,
2014; Santos, 2020). El profesorado del estado de Parana, Brasil, que participé en el proceso de
incorporacion de las GNE en el bachillerato, alude a la falta de libros de texto y materiales que
favorezcan el tratamiento de estas geometrias (Caldatto; Pavanello, 2014). Como lo mencionan

Gaiowski y Bassoi (2014, p. 2, traduccién propia) la incorporacion de las GNE se vuelve compleja, dado
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“el desconocimiento del contenido, la falta de orientaciones metodolégicas por gran parte de los
profesores o incluso la ausencia de libros de texto que aborden el tema”.

La poblacion participante en el estudio de Caldatto y Pavanello (2014) también expuso la
carencia de tiempo para atender una malla ampliada, dado que la incorporacion de estas geometrias
solo aumento la cantidad de contenidos en el curriculo. Ademas, dadas estas condiciones, que siempre
han sido una preocupacion, probablemente uno de los tépicos que seran excluidos en la ensenanza
seran las GNE.

Los ultimos argumentos en este apartado estan asociados a las circunstancias del contexto en
el que se pretende dar el estudio de estas geometrias por el profesorado. El primero de ellos puede
reconocerse en cualquier poblacion que estudie estas geometrias, la influencia que tiene el contexto
local en la racionalidad de las personas (Pinto, 201 3). El contexto local es bien descrito por la gecometria
euclidiana, por ello, el estudio de nuevas geometrias representa un desafio grande, el desafio de pensar
en contexto astronomicos y moleculares. Ademads, en esta categoria de argumentos, Caldatto y
Pavanello (2014) y Pereira, Manrique y Antunes (2022) reconocen que las adversidades que enfrenta
la educacién publica obstaculizan cualquier desarrollo en la educacion, por consiguiente, también a la
incorporacion de las GNE en la formacion docente. Caldatto y Pavanello (2014) argumentan que las
precarias condiciones del desarrollo profesional docente, de infraestructura institucional y de
investigacion, que enfrenta la educacién publica en Brasil predisponen la consideracion de nuevos
contenidos matematicos.

Asi mismo, el papel del profesorado de matemadticas en los cambios curriculares tiene
repercusiones en el estudio de estas geometrias (Caldatto; Pavanello, 2014; Pereira; Manrique;
Antunes, 2022). Dado su profesionalismo y su reconocimiento como sujetos de conocimiento, éste
debe tener la posibilidad de participar de manera activa en el proceso de incorporacién de estas
geometrias, ya que Unicamente con su participacion se dara en la practica esta incorporacién. Caldatto
y Pavanello (2014) senalan que en Brasil hubo un proceso de convencimiento al profesorado, con el
cual se buscaba evidenciar un discurso de construccidon colectiva de los lineamientos curriculares;
desafortunadamente, sin una reflexién sobre lo que son estas geometrias y las implicaciones de su
incorporacion.

Los argumentos que se anteponen a la incorporacién de estas geometrias en la formacion
docente devienen de las experiencias y realidades de algunos lugares, de la necesaria investigacion
sobre algunos fenomenos relacionados a estas geometrias, y de la valoracion de la geometria y del
profesorado de matematicas. Las mismas investigadoras e investigadores que argumentan en este

sentido, responden a sus argumentos fundamentando dicha incorporacion; como consecuencia,
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emerge la segunda categoria de andlisis, los argumentos que justifican o favorecen la incorporacién de

las GNE en la formacion docente de matematicas.

Categoria 2: Argumentos que justifican o favorecen la incorporacion de las GNE en la formacion del

profesorado de matematicas

Al igual que los argumentos en contra, los argumentos a favor de la incorporacion se
categorizaron en: argumentos historico-epistemologicos, los cuales provienen del valor de los datos
historicos y la construccion de estas geometrias; argumentos cognitivos, referentes a la adquisicion de
estos conocimientos; argumentos didacticos, asociados a las condiciones y conocimientos didacticos;
y argumentos contextuales, vinculados a las circunstancias sociales y culturales.

Entre los argumentos histérico-epistemoldgicos, un buen grupo de investigadoras e
investigadores mencionan que el estudio de estas geometrias permite al profesorado reflexionar sobre
la concepcion del espacio, la verdad matematica, el rigor, la consistencia y los sistemas axiomaticos
(Aparecida; Pinto, 2021; Assis, 2017; Caldatto; Pavanello, 2014; Santos, 2020; Soares et al., 2021; Song;
Schwenz, 2013); por ende, esto genera discusiones sobre la construccién de la ciencia y la evolucion
de las matematicas. Esta reflexion se justifica por la consistencia de las GNE, por ejemplo, Assis (2017,
p. 396, traduccién propia) describe que “la consistencia de la geometria hiperbdlica hace plausible el
debate sobre su inclusion en el curriculum de los cursos de formacion de profesores de matematicas”,
es decir, que la veracidad de este conocimiento le atribuye un potencial para ser conocido por lo
menos por docentes de matematicas.

Ademas, estas geometrias potencian los conocimientos histéricos y filosoficos del profesorado
al analizar su construccion y las circunstancias socioculturales que lo permitieron (Soares et al., 2020).
El Proyecto Politico Pedagogico (PPP) del estado de Parana en Brasil expone la relevancia del
conocimiento histérico en el profesorado sobre la fundamentacion matematica de las GNE, a través
de la negacion del V postulado de Euclides (Assis, 2017). En consecuencia, el estudio de estas
geometrias genera en el profesorado una concepcién de la matematica construible y en construccién
(Aparecida; Pinto, 2021; Pivatto; Schuhmacher, 2013; Pivatto; Schuhmacher; Silva, 2016), la cual tiene
una repercusién positiva y directa en su practica docente, al presentar a sus estudiantes “la
construccion del conocimiento matematico como algo dinamico, vivo, transformador, para deconstruir
la vision de una Ciencia ya hecha, de unos resultados intocables, de un conocimiento Unico” (Santo,
2020, p. 47, traduccion propia).

Por su parte, entre los argumentos cognitivos se encuentra el mas destacado sobre el estudio

de las GNE en cualquier poblacion, el potencial que tienen estas geometrias en la significacion de la
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geometria euclidiana (Gambini, 2021; Lovis; Franco, 2015; Oliveira; Ferreira, 2020; Santos, 2020;
Santos; Souza, 2021a, 2021b; Souza, 2022; Wasserman; Stockton, 2013). Cuando el profesorado
reflexiona sobre nociones geométricas en superficies diferentes al plano, cuestiona esas nociones en
el plano, y con ello, le atribuye nuevos significados; ademas, repiensa aspectos didacticos tanto de la
geometria euclidiana como de las no euclidianas (Oliveira; Ferreira, 2020).

Haciendo referencia a la ensenanza de las GNE por el enfoque de comparacion entre
geometrias, Gambini (2021, p. 242, traduccién propia) concluye que “los profesores reconocieron las
ventajas de este método, no sélo para despertar y reforzar el interés por la geometria, sino también
para mejorar y acelerar la comprension de los conceptos euclidianos”. Los justificantes del estudio de
las GNE no pretenden una discriminacién de la geometria euclidiana, de hecho, ésta se reconoce como
la esencia de la racionalidad, por favorecer el tratamiento con el espacio local.

Igualmente, en los argumentos cognitivos, estas geometrias favorecen en el profesorado una
cultura geométrica (Coelho; Perovano; Ribeiro, 2020; Kotarinou; Stathopoulou, 2017; Pinto, 2013;
Pinto; Carneiro, 201 I; Pinto; Portella; Machado, 2017), una cultura matematica (Pinto; Carneiro, 201 I)
y una cultura cientifica (Kotarinou; Stathopoulou, 2017; Pinto; Carneiro, 2011). Refiriéndose a la
posibilidad de que la suma de los angulos internos de un triangulo pueda ser mayor o menor que 180°,
Pinto y Carneiro (2011, p. 91, traduccién propia) mencionan que “preguntas como éstas desarrollan
procesos mentales en los estudiantes que les llevan a buscar mejorar su cultura geométrica durante su
educacién”. El conocimiento (nico de la geometria euclidiana limita al profesorado en su ensehanza
sobre el tratamiento del espacio, ademas, la construccion de las GNE representa una forma de
construccién de conocimiento cientifico, el desarrollo de conocimiento a partir de la negacion de uno
previamente establecido.

Muy cercanos a los argumentos anteriores, se exponen los argumentos didacticos. Como se
menciond anteriormente, dado que el conocimiento de las GNE potencia la significacion de la
geometria euclidiana, Oliveira y Ferreira (2020) y Santos (2020) exponen que el conocimiento de estas
geometrias por el profesorado contribuye a la calidad de la ensefanza de la geometria en educacién
basica y media, dado que el estudio de las GNE puede entenderse como una “posibilidad de cambiar
la forma en que los profesores entienden y realizan la practica de la ensenanza de la geometria” (Santos;
Souza, 2021a, p. 16, traduccion propia). Asi mismo, para los lugares en los cuales las GNE son parte
de los lineamientos curriculares en la educacion basica y media, esta incorporacién permite que, al
ingresar al sistema laboral, el profesorado responda a las demandas curriculares e institucionales (Pinto,

2013).
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Por su parte, entre los argumentos contextuales, el conocimiento de las GNE favorece el
cumplimiento del objetivo atribuido a la geometria, el desarrollo del pensamiento que permite tratar
con nuestro entorno (Assis, 2017; Kotarinou; Stathopoulou, 2017; Santos, 2020; Santos; Souza, 202 1a).
De acuerdo con Santos (2020, p. 198, traduccion propia), al aceptar la existencia de otros modelos
geomeétricos, el profesorado "modifica la forma en que se relaciona con el espacio en el que vive y, asi,
desarrolla una mayor autonomia en el proceso de construccion de los conceptos geométricos en
estudio”. El conocimiento de las GNE permite a los cientificos explicar el mundo fisico a través del
reconocimiento del espacio atomico, local y astronémico, por lo que, para Santos (2020), este
reconocimiento sensibilizaria la practica docente en geometria, en particular sobre el tratamiento del
espacio.

Por afadidura, responder a ese objetivo implica valorar las demandas de la ciencia actual que
exige una descripcion detallada del espacio, fortaleciendo la interdisciplinariedad en la formacion
docente (Pivatto; Schuhmacher, 2014; Santos; Souza, 202 1b). Por otro lado, cuando interactian con
las GNE, reconocen su papel en la explicacién del espacio y aceptan las limitaciones de la geometria
euclidiana al representar algunos fenémenos fisicos (Kotarinou; Stathopoulou, 2017; Oliveira; Ferreira,
2020; Santos, 2020; Santos; Souza, 202 1a; Soares et al., 2021).

Los argumentos en contra del estudio de estas geometrias por parte del profesorado de
matematicas estan asociados con:

* la geometria escolar, su actualizacion y el papel que juega la geometria;
* la construcciédn de las GNE, su presentacién y representacion; y
* las carencias de conocimiento disciplinar y didactico.

Mas que anteponerse al estudio de estas geometrias por el profesorado, son argumentos que
exponen la necesaria fundamentacion y justificacion de la incorporacion de estas geometrias desde la
investigacion.

Por su parte, los argumentos a favor responden al por qué y para qué de las GNE en la
formacion docente. La evidencia muestra que la justificacion para el estudio de las GNE no solo deviene
de que estas geometrias estén en los lineamientos curriculares de educacion basica o media, donde el
profesorado va a laborar; muchos de los argumentos apuntan a generar en la poblacion docente un
conocimiento geométrico, matematico y cientifico mas amplio, en beneficio de su practica docente, asi
esté centrada en la geometria euclidiana. Aunque no se puede asegurar que se tienen los elementos
suficientes para justificar y fundamentar el estudio de estas geometrias por el profesorado, se pueden
reconocer algunas propuestas didacticas que aportan en este sentido, y con la tercera categoria de

analisis se pretende describirlas.
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Categoria 3: Elementos didacticos que se propone para llevar a cabo dicha incorporacion

Dado que los elementos didacticos que propone la investigacion son de naturaleza distinta, se
organizé su reporte en: modelos introductorios, entendidos como contextos geométricos convenidos
para el estudio de estas geometrias; estrategias didacticas, que refieren a procesos particulares
asociados a enfoques metodologicos; y enfoques metodologicos, los cuales estructuran de forma
general los procesos de ensehanza y aprendizaje de esta geometria en la formacion del profesorado.

Entre los modelos introductorios asociados a la geometria hiperbolica destacan el circulo de
Klein, circulo en el que las cuerdas son consideradas lineas rectas (Assis, 2017; Rocha et al., 2020); el
circulo de Poincaré, circulo donde las lineas rectas son arcos de circunferencias ortogonales a la
frontera (Assis, 2017; Kotarinou; Stathopoulou, 2017); y el semiplano de Poincaré, como lo describen
Moreno-Armella y Elizondo (2017), si el plano euclidiano es atravesado por una recta, entonces el
semiplano de Poincaré es uno de esos semiplanos, donde las semicircunferencias ortogonales a la recta
frontera son consideradas lineas rectas.

Por su parte, para la geometria esférica, uno de los mas comunes es la consideracion de la
superficie de la esfera; para ello, se pueden utilizar diferentes esferas como herramientas. Entre las mas
destacadas esta la esfera de Lénart, propuesta por el profesor e investigador hingaro Istvan Lénart,
que cuenta con sus propias herramientas de construccién y medicion: hojas esféricas, compas esférico,
y regla esférica (Gambini, 202 |; Gambini; Lénart, 2021). Un segundo modelo para la geometria esférica
lo propone Pinto (2018), la proyeccién estereografica, entendida como la representacion de la
superficie de la esfera al proyectar todos sus puntos desde uno de ellos, normalmente el polo norte
en una esfera unitaria, sobre el plano horizontal que pasa por su centro.

En cuanto a las estrategias didacticas utilizadas y recomendadas desde la investigacion, dado
que son contenidos relativamente nuevos, Ferreira, Oliveira y Dante (2016), Gaiowski y Bassoi (2014),
Gambini y Lénart (2021), Oliveira y Ferreira (2020), y Song y Schwenz (201 3) aluden a la necesidad de
ensenar a través de resultados de investigacion que fundamenten el qué y el como. Referente a
procesos de ensenanza, las fuentes de datos sugieren una variedad de estrategias, algunas asociadas al
conocimiento disciplinar y otras relacionadas al conocimiento didactico. Sobre las estrategias vinculadas
al conocimiento disciplinar, Pinto (2013), Pinto (2018) y Pinto, Portella y Machado (2017) sugieren un
tratamiento inicial de forma exploratoria, es decir, con una introduccion paulatina de su axiomatica.

Relativo al conocimiento didactico, se propone una ensenanza por medio de la
interdisciplinariedad y contextualidad, en otras palabras, a través de diferentes contextos de aplicacion
que favorezcan el acercamiento a estas geometrias (Aparecida; Romualdo, 2015; Caerols; Carrasco;

Asenjo, 2021; Conceigao, 2018; Pataki, 2003; Pinto; Portella; Machado, 2017; Song; Schwenz, 2013);
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por ejemplo, para la geometria esférica, algunos de estos contextos son: la geografia (Conceigao, 2018;
Pataki, 2003; Pinto, 2013), arte-fotografia (Caerols; Carrasco; Asenjo, 2021), navegacion aérea y
maritima (APARECIDA; ROMUALDO, 2015; PINTO, 2013), la geologia —principalmente en el
paleomagnetismo que estudia el campo magnético de la Tierra— (Aparecida; Romualdo, 2015), la
astronomia (Aparecida; Romualdo, 2015; Caerols; Carrasco; Asenjo, 2021), la propia matematica
(Pinto; Carneiro, 201 1), y el Sistema de Posicionamiento Global (GPS) (Song; Schwenz, 2013).

Por su parte, Assis (2017), Ferreira, Oliveira y Dante (2016), Oliveira y Ferreira (2020), y Silva
y Costa (2022) reconocen el potencial de la historia de las GNE en la ensenanza de estas geometrias.
Aludiendo a la historica con fines didacticos para el estudio de las GNE, Oliveira y Ferreira (2020, p.
478, traduccion propia) exponen que “es posible pensar en una formacion docente que explore los
conceptos que componen la Matematica escolar, pero que también permita una mirada pedagégica
sobre como ensenar dichos conceptos”. Aunado a estas estrategias, Gambini (2021) sostiene que, en
la caracterizacién de nociones matemadticas, no solo de las GNE, el movimiento y las vivencias juegan
un papel importante, ya que, a través del uso del cuerpo y sus sentidos, los aprendices organizan el
hacer y orientan su percepcion; de ahi que, propone como estrategia a la experimentacion sensorio-
motriz.

Una de las rutas didacticas para la ensenanza de la geometria euclidiana es el uso de software
de geometria dinamica, estrategia que trasciende a la ensenanza de las GNE en la formacion del
profesorado (Assis, 2017; Ferreira; Oliveira; Dante, 2016; Kotarinou; Stathopoulou, 2017; Moreno-
Armella; Elizondo, 2017; Pinto, 2018; Rocha et al., 2020; Soares et al., 2020; Song; Schwenz, 2013).
Algunas de las propuestas para estas geometrias son Cabri Geometry, Cinderella, GeoGebra, No
Euclid, y Cabri Il. De acuerdo con Ribeiro y Perovano (2020), aunque se reconocen potencialidades de
los ambientes de geometria dinamica en la atencion de las GNE, se sugieren modificaciones y
convenciones, puesto que los softwares estan programados bajo una racionalidad euclidiana.

La estrategia sugerida en una fase inicial del estudio de las GNE es el uso de material
manipulable (Caerols; Carrasco; Asenjo, 2021; Conceigdo, 2018; Gambini, 2021; Kotarinou;
Stathopoulou, 2017; Pivatto; Schuhmacher, 2013; Soares et al., 2020), ya que, al involucrar el sentido
de la vista y el tacto, el aprendizaje de estas geometrias se vuelve mas significativo.

Estas estrategias no se promueven de forma independiente. En su conjunto, pretenden el paso
de lo experimental a lo abstracto y el paso de lo manipulativo a lo digital. En este sentido, Gambini
(2021, p. 241, traduccion propia) expone: “creemos que el resultado mas importante obtenido ha sido
la multimodalidad de la ensefanza, el uso contemporaneo en clase de herramientas matematicas y de
laboratorio”. La multimodalidad refiere al uso de varias estrategias didacticas en la ensefianza de estas

geometrias (Kotarinou; Stathopoulou, 2017).
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En cuanto a los enfoques metodoldgicos, se reconocen tres. El primero es la ensenanza de las
GNE a través de un enfoque comparativo entre la geometria euclidiana y la o las GNE. Propuesto en
1990 por Istvan Lénart en Hungria (Gambini, 2021; Gambini; Lénart, 2021; Pivatto; Schuhmacher,
2014), originalmente consistia en la ensefanza comparada y contrastada entre la geometria plana y la
geometria esférica, sin embargo, los ultimos trabajos de Lénart y su grupo proponen agregar a la
geometria hiperbdlica (Gambini; Lénart, 2021), por lo que el contraste se daria entre las tres
geometrias.

El segundo es el enfoque basado en competencias y habilidades, propuesto por Pivatto y
Schuhmacher (2014) en Brasil, en particular para la ensenanza de las GNE en la formacion inicial del
profesorado. Este enfoque busca el desarrollo de sus competencias disciplinares, por ejemplo,
simplificar las GNE, comprender su estructura logica, reconocer variables relevantes como geodésicas,
y establecer relaciones incompatibles entre geometrias. Ademas, se busca desarrollar habilidades
didacticas, como el uso de conocimientos previos, reforzar la geometria euclidiana y tener claro el
objetivo de estudiar las GNE. Finalmente, el enfoque etnomatematico, propuesto por Sukestiyarno et
al. (2023) en Indonesia, que pretende el desarrollo de habilidades espaciales por medio del estudio de
las GNE haciendo, a través del uso de contextos reales de aplicacién, matematicas mas relevantes y
significativas.

Estos elementos didacticos procuran mostrar rutas de atencion de las GNE en la formacién
docente. Sin embargo, surgen preguntas sobre su pertinencia por la manera o el grado de atencion que

tienen de las problematicas, lo cual se discutira en el siguiente apartado.
Discusion

Con el fin de lograr una reflexién profunda sobre algunos puntos particulares, este apartado
se desarrolla en cuatro momentos: primero, se reconocen las implicaciones de las caracteristicas de
los documentos revisados; luego, se reflexiona sobre los elementos que tienen una influencia en el
estudio de las GNE por el profesorado; seguidamente, se exponen los aportes de estos elementos a
las problematicas que discute el campo de la educacion de las GNE; y, finalmente, las potencialidades
particulares de esta revision de literatura.

Sobre lo primero, dada la exposicion del interés regional y temporal de la investigacion
presentada en los resultados descriptivos, se reconoce un contexto en el que los resultados de estas
investigaciones refieren a una necesidad, es decir, en algunos estados de Brasil las GNE forman parte
de los lineamientos curriculares de bachillerato, por lo que es prioritario el apoyo a la formacion y

practica docente. A través de los resultados analiticos, se reconocen argumentos que justifican el
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estudio de estas geometrias en la formacion docente y que no estan asociados a su ensenanza, tal como
el potencial de las GNE en la significacion de la geometria euclidiana. Estos argumentos son otros
motivos para el estudio de las GNE en la formacion docente en matematicas.

Los estudios desarrollados en paises como Hungria e Italia son un reflejo de que este objeto
de estudio tiene justificaciones de diferente indole, lo cual justifica que en algunos paises las GNE
formen parte de la formacion del profesorado sin que estén en los lineamientos curriculares de
bachillerato y educacion basica. Al respecto, se reconoce que algunos de los elementos que tienen
influencia en el estudio de estas geometrias devienen de la geometria escolar. La poca actualizacion de
la geometria escolar y el hecho de que se ha ido convirtiendo en un contexto de aplicacion para la
aritmética y el algebra ha provocado inestabilidad en los conocimientos euclidianos y la constitucion
de generalizaciones euclidianas en el profesorado (Santos, 2020), fendmenos que afectan el estudio de
nuevas geometrias. Por otro lado, se reconoce que el estudio de las GNE fortalece a la geometria
escolar, porque favorece la significacion de la geometria euclidiana y contribuye a la calidad de su
ensenanza (Gambini, 202 1; Santos; Souza, 20213, 202 | b; Souza, 2022).

Otros elementos provienen de la historia de la geometria. La construccion del fundamento
matematico de las GNE representa un hito en la historia de las matematicas y en la historia de la
ciencia. La negacion del V postulado de Euclides se convirti6 en un método de construccion de
conocimiento cientifico (Pinto; Carneiro, 201 1); es un ejemplo que muestra que las matematicas son
una actividad humana, estan vivas, se construyen y reconstruyen a través del tiempo (Aparecida; Pinto,
2021); un caso paradigmatico que permitié replantear la verdad, el rigor y la consistencia matematica
(SOARES et al., 2021); y representa el inicio de la construccién de un conocimiento que se replantea
el tratamiento con el espacio (Oliveira; Ferreira, 2020).

La naturaleza de las GNE también tiene influencia en su estudio por el profesorado, lo que se
nota en los argumentos que refieren a la representacion de nociones en estas geometrias y los aspectos
lingliisticos relacionados a ellas (Assis, 2017). Ademas, el hecho de que el profesorado que formo parte
del proceso de incorporacion de estas geometrias en el estado de Parana, Brasil, expuso la necesidad
sobre profundizar en las caracteristicas particulares de estas geometrias (Caldatto; Pavanello, 2014)
muestra una necesidad de investigacién centrada en su naturaleza. El conocimiento epistemolégico
asociado a estas geometrias daria referencia sobre qué y coémo ensenarlas, considerando sus
particularidades. Aunados a estos elementos, también las circunstancias contextuales que enfrentan en
la educacion afectan su estudio considerando, por supuesto, que estas implicaciones seran particulares,
dependiendo de la region a la que se haga referencia.

Como tercer momento, pensar en las GNE como conocimiento del profesorado de

matematicas implica reconocer su complejidad dada la necesaria variedad de saberes. Desde el campo
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de investigacion en educacion de la geometria, se reconoce el énfasis a los cuestionamientos hechos
por la ciencia sobre la pertinencia de la geometria escolar respecto del tratamiento del espacio, asi
como el dominio de los enfoques de investigacion centrados en las deficiencias y prescripciones sobre
el conocimiento matematico del profesorado. Los argumentos sobre la inestabilidad de sus
conocimientos euclidianos, la creencia de que al estudiar las GNE van a manifestar las mismas
dificultades que tuvieron quienes construyeron esa matemdtica, y la vision de las generalizaciones
euclidianas y la representacién y nomenclatura de las GNE como un obstaculo son evidencia de la
perspectiva deficitaria del conocimiento del profesorado sobre procesos y conceptos geométricos
relacionados a las GNE.

En cambio, los argumentos que reconocen la importancia del papel que puede jugar el
profesorado en los cambios curriculares y que aceptan que el estudio de nuevas geometrias también
depende de las adversidades que enfrentan en el aula de clases e instituciones educativas, de las
carencias de tiempo, de recursos y de metodologias de ensehanza son evidencia de una vision del
profesor o profesora como un sujeto de conocimiento. Como senala Tardif (2014, p. 168-169), esta
vision debe propiciarse desde la investigacion sobre el profesorado a través de un cambio de
concepcion, pasar de verlos como “técnicos que aplican conocimientos producidos por otros” a
reconocerlos como ‘“sujetos que poseen, utilizan y producen saberes especificos de su oficio”, lo cual
implica aceptar que en su quehacer y formacioén se producen, reformulan y dinamizan saberes.

De los elementos didacticos, la multimodalidad de ensefanza de las GNE reconoce el
profesionalismo del profesorado al seleccionar segiin su experiencia y contexto las estrategias
didacticas que considere apropiadas. Ademas, el enfoque basado en competencias y habilidades
(Pivatto; Schuhmacher, 2014) muestra la necesaria variedad de saberes asociados a las GNE como
conocimiento docente, sin embargo, se centra en lo que el profesorado debe conocer sobre ellas y su
ensefanza.

Finalmente, esta revision de literatura posibilita el reconocimiento de fenémenos didacticos
que requieren mayor investigacion, de los cuales destacamos: causas y consecuencias de la inestabilidad
de los conocimientos euclidianos en el profesorado, las limitaciones de las generalizaciones euclidianas
en superficies distintas al plano, el fenébmeno de ampliacion de incorporacion de las GNE, su
epistemologia e historia, e influencia del conocimiento de las GNE en la ensenanza de la geometria
euclidiana. Ademas, tanto los argumentos como los elementos didacticos pueden fundamentar
propuestas de intervencion didactica con el profesorado y el estudiantado, asi mismo aportar en la
justificacion y contextualizacion de la incorporacion de estas geometrias en la formacion docente de

matematicas.
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Conclusiones

La investigacion actual sobre las GNE en y para la formacion del profesorado tienen una
orientaciéon en datos empiricos cualitativos con un auge en los Gltimos afos. Ademas, sus resultados
estan escritos principalmente en portugués. La experiencia de algunos lugares donde las GNE estan en
los lineamientos curriculares para la formacion del profesorado muestra una vision del estado actual
de las GNE en la formacion docente. De ahi que se reconozca que la presentacién, representacion y
terminologia sobre ellas han generado dificultades en su estudio y se fundamenten estrategias y
enfoques metodoldgicos para su ensefanza. Por otra parte, esta revision muestra informacion
relevante para la incorporacion o estudio de las GNE en la formacion docente, por ejemplo, el
reconocimiento de la influencia de las generalizaciones euclidianas en su estudio y los recursos
didacticos como productos de estas investigaciones. Por ello, en esta revision, se alude a las GNE en 'y
para la formacion docente.

En términos del contenido de las investigaciones revisadas, se evidencia un dominio de la
cultura matematica al reconocer que la perspectiva deficitaria y prescriptiva del conocimiento del
profesorado —de manera correspondiente, lo que no conoce y lo que deberia conocer—, descrita
desde el campo general de la educacion de la geometria, se mantiene en el campo de las GNE como
conocimiento del profesorado de matematicas. Si bien hay estudios con una perspectiva del profesor
o profesora como sujeto de conocimiento, dado que son minoritarios, se requiere mayor investigacion
con esta vision.

Los intereses de las investigaciones revisadas estan centrados en justificar la importancia de las
GNE como conocimiento de la ciudadania actual y principalmente como conocimiento del
profesorado, de ahi la construccién de las categorias emergentes de informacion. Los argumentos en
contra y a favor aportan en las respuestas al qué, para qué y por qué de las GNE en la formacion
docente de matemdticas, y los elementos didacticos contribuyen a responder el como. Sin embargo,
ninguna de esas preguntas se responde a cabalidad, por ello, la importancia de conocer los avances de
la investigacion con este interés.

El panorama de estos estudios exterioriza desafios y fendmenos de interés para la investigacion
en el campo. Algunos asociados a la geometria escolar, por ejemplo, su pertinencia para la ciencia
actual; otros relacionados a la geometria escolar que tienen influencia directa con las GNE, entre ellos
las generalizaciones euclidianas; y varios vinculados a las GNE, como sus particularidades. En
consecuencia, surgen algunas preguntas, entre ellas: ;cémo construye conocimientos no euclidianos el
profesorado de matematicas?, ;qué repercusiones tienen sus conocimientos euclidianos en esta

construccién?, ;qué influencia tiene el conocimiento de las GNE en su practica docente?, ;de qué
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manera el estudio de las GNE favorece la significacion de la geometria euclidiana?, ;como pasar de lo
manipulable a lo digital y de lo experimental a lo abstracto en las estrategias didacticas para la ensenanza
de las GNE?

Como consecuencia, la revision muestra la novedad de estudios sobre las GNE como
conocimiento del profesorado, la envergadura de estas geometrias en la formacién docente de
matematicas y el estado actual de un campo de investigacion que se consolida desde la atencion a
problematicas de la geometria escolar. Por ello, esta revision representa un aporte al campo de la
educacion de la geometria, del desarrollo profesional docente y de la educaciéon de las GNE; ademas,
un aporte particular para investigadoras e investigadores interesados en el tema, autoridades educativas

Yy, principalmente, para el profesorado de matematicas.
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