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Resumo: Este artigo apresenta um levantamento das transformagoes pictoricas que integram o repertorio
de alunos que usam o Modelo de Barras de Singapura na resolucio de problemas verbais. A partit de uma
pesquisa bibliografica delimitada por buscas nas plataformas Scopus e ERIC, mapearam-se os artigos sobre
o tema e sistematizamos os achados. A analise dos manuscritos evidenciou que resolugdes de problemas via
Modelo de Barras envolvem diferentes transformagdes pictéricas sobre os modelos usados para representar
numeros e suas rela¢ées em problemas verbais. Evidenciam-se trés tipos gerais de transformacdes pictoricas,
aqui denominadas “transformagdes por particao”, “transformacdes por completamento” e “transformagoes
por reposicionamento”. Essas transformagbes revelam diferentes processos de uso do Modelo de Barras
pelos estudantes e constituem parte do conhecimento requerido pelo professor que conduz resolugdes de
problemas empregando o Modelo de Barras em aulas de Matematica.
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Repertério estudantil de transformacdes pictdricas na resolugio de problemas...

Abstract: This article presents a survey of the pictorial transformations that make up the repertoire of
students who use the Singapore Bar Model to solve word problems. Based on a literature review guided by
searches in the Scopus and ERIC databases, we mapped the articles on the topic and systematized the
findings. The analysis of the manuscripts revealed that solving problems using the Bar Model involves
different pictorial transformations applied to the models used to represent numbers and their relationships
in word problems. Three general types of pictorial transformations were identified, herein referred to as
“partition transformations,” “completion transformations,” and “repositioning transformations.” These
transformations reveal different processes involved in students’ use of the Bar Model and constitute part of
the knowledge required by teachers who guide problem-solving activities using this model in Mathematics
classrooms.

Keywords: Singapore Bar Model. Pictorial transformations. Problem solving.

Resumen: Este articulo presenta un estudio sobre las transformaciones pictéricas que forman parte del
repertorio de los estudiantes que utilizan el Modelo de Barras de Singapur para resolver problemas verbales.
A partir de una revisién bibliografica delimitada por busquedas en las bases de datos Scopus y ERIC, se
mapearon los articulos sobre el tema y se sistematizaron los hallazgos. El andlisis de los manuscritos revel6
que la resolucién de problemas mediante el Modelo de Barras implica diferentes transformaciones pictéricas
aplicadas a los modelos utilizados para representar nimeros y sus relaciones en problemas verbales. Se
identificaron tres tipos generales de transformaciones pictéricas, denominadas en adelante
“transformaciones por particién”, “transformaciones por completamiento” y “transformaciones por
reposicionamiento”. Estas transformaciones revelan distintos procesos asociados al uso del Modelo de
Barras por parte de los estudiantes y constituyen parte del conocimiento requerido por el profesorado que
conduce actividades de resolucién de problemas utilizando este modelo en clases de matematicas.
Palabras-clave: Modelo de Barras de Singapur. Transformaciones pictéricas. Resolucién de problemas.

Introdugao

Materiais didaticos e instrucionais de Matematica em Singapura sao reconhecidos por sua
tradi¢ao no uso de representagdes pictoricas para representar numeros e relagdes numéricas (Ng,
2015). Essa abordagem para os nimeros ¢ realizada desde os primeiros anos escolares, no ambito
da contagem e composicio de unidades (Baldin, 2018; Ng, 2022), sendo progressivamente
aprimorada para ser utilizada na representagao das relagdes numéricas de problemas verbais de
matematica (Khoj; Yeo; Fan, 2014; Richit; Richit, 2022).

Dentre essas representagdes pictoricas, aquelas na forma de barras, utilizadas na
modelagem pictérica e resolugao de problemas verbais, sio denominadas “Modelo de Barras” em
portugues (Baldin, 2018; Richit, 2023; Richit; Richit, 2022, 2025) ou Mode/ Method em Singapura
(Kaur, 2019; Ng, 2022; Ng; Lee, 2008, 2009). Assim, o Modelo de Barras de Singapura compreende
um conjunto de modelos visuais na forma de barras pictoricas usados para representar
nimeros/quantidades e relacoes numéricas de problemas verbais (Kaur, 2019; Ng, 2022; Ng; Lee,
2009), tipicos da matematica do Ensino Fundamental no Brasil. Embora a solugdo de um problema
via Modelo de Barras nao se reduza a elaboracao de uma representagao visual, tais representagdes
convertem os problemas verbais em equagoes pictoricas (Ng; Lee, 2009), que oportunizam a
obtengdo da solugao no dominio da aritmética (Baysal; Sevinc, 2022; Kaur, 2019).

A literatura atual sobre a tematica caracteriza-se por estudos que discutem, principalmente,
a efetividade do Modelo de Barras na resolucao de problemas. Por um lado, esses estudos sugerem,
entre outros aspectos, que o sucesso no uso do Modelo de Barras se correlaciona a elaboragao
acurada desses modelos (Koning ez al., 2022; Ng; Lee, 2009), a0 mesmo tempo que a resolugdo de
problemas via Modelo de Barras promove engajamento e persisténcia dos alunos na busca pela
solug¢ao (Clement; Auslander, 2022). Por outro lado, o aluno que usa modelos de barras para
resolver problemas verbais também realiza diferentes transformagoes pictoricas nesse processo.
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Neste texto, apresentamos uma revisao de literatura com o objetivo de sistematizar o repertério de
transformagdes pictoricas usadas por alunos na resolugao de problemas verbais via Modelo de
Barras. Para isso, conduzimos uma pesquisa bibliografica guiada pela seguinte questiao de pesquisa:
Que transformagdes pictoricas constituem o repertorio de estratégias usadas por alunos na
resolucao de problemas via Modelo de Barras?

Metodologia

Esta se¢ao apresenta a metodologia da pesquisa. Detalhamos, inicialmente, a etapa de busca
e formacao do crpus, seguida da metodologia de analise dos dados levantados.

Protocolo da busca

O corpus da pesquisa foi constituido mediante uma busca mista em duas etapas. A primeira
etapa consistiu em uma busca por manuscritos nas bases Scopus e Education Resources Information
Center (ERIC). Os textos rastreados nessa etapa tiveram o resumo ¢ o titulo analisados, a fim de
compilar aqueles que abordavam o Modelo de Barras. Os textos selecionados foram entio
considerados para a segunda etapa da busca. Nessa segunda etapa, a lista de referéncias de cada
manuscrito rastreado na primeira etapa foi analisada (titulo e resumo), e os artigos sobre o tema
Modelo de Barras compuseram a lista bruta dessa fase. Cada novo manuscrito teve sua lista de
referéncias analisada, e assim sucessivamente, até a exaustdo das referéncias sobre o Modelo de
Barras.

Relativamente a primeira etapa, buscamos, em abril de 2024, por artigos no Scopus por
meio da estrutura de termos “Bar Mode/” OR “Model Method” AND Singapore, os quais foram
comparados com o titulo do artigo, resumo e palavras-chave. A busca retornou 53 documentos,
que tiveram o titulo e o resumo analisados. Dessa selecio, restaram 12 artigos sobre o tema Modelo
de Barras de Singapura. Em seguida, utilizamos a estrutura de termos “Bar Model” OR “Model
Method” AND Problem-solving na base ERIC, retornando 43 textos, dos quais nove foram incluidos
no corpus da pesquisa a partir da analise dos titulos e dos resumos. Apos esse processo de selegio,
e retirando duplicatas (quatro estudos), restaram 17 manuscritos. O Quadro 1 apresenta os
documentos da primeira etapa da busca, ordenados da publicacdo mais recente para a mais antiga.

Quadro 1 — Manuscritos recuperados junto as bases de dados Scopus e ERIC

Base Autores Titulo

ERIC Sevinc e Lizano (2024) Bar Model Method as a problem-solving heuristic: an investigation of two
preservice teachers’ solution paths in problems involving ratio and percentage

Scopus Vicente et al. (2022) Arithmetic word problem solving. Analysis of Singaporean and Spanish
texctbooks

Scopus Richit e Richit (2022) O Modelo de Barras de Singapura na resolugdo de problemas aritméticos e
algébricos

ERIC Koning ez al. (2022) Model Method drawing acts as a donble-edged sword for solving inconsistent
word problems

Scopus e ERIC | Baysal e Sevinc (2022) The role of the Singapore bar model in reducing students’ errors on Algebra
word problems

Scopus e ERIC | Kaur (2019) The why, what and how of the ‘Model’ method: a tool for representing and
visualising relationships when solving whole number arithmetic word problems

Scopus Madani, Tengah e Using bar model to solve word problems on profit, loss and discount

Prahmana (2018)

ERIC Bao (2016) The effectiveness of nsing the Model Method to solve word problems

Scopus Ng (2015) How a Singapore teacher used videos to help improve her teaching of the part-
whole concept of numbers and the Model Method

Scopus Ho e Lowrie (2014) The Mode! Method: Students’ performance and its effectiveness
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Base Autores Titulo
Scopus Lee e Ng (2011) Neuroscience and the teaching of Mathematics
ERIC Jiang e Chua (2009) Strategies for solving three fraction-related word problems on speed: A
comparative study between Chinese and Singaporean students
ERIC Englard (2010) Raise the bar on problem solving

Scopus e ERIC

Ng e Lee (2009)

The Model Method: Singapore children’s tool for representing and solving

algebraic word problems

Scopuse ERIC | Looi e Lim (2009) From bar diagrams to letter-symbolic algebra: a technology-enabled bridging:
Original article

Scopus Looi, Ng e Kho (2007) Technology-enabled pedagogy to bridge bar diagrams to letter-symbolic Algebra

Scopus Fan e Zhu (2007) From convergence to divergence: The development of mathematical problem

solving in research, curriculum, and classroom practice in Singapore

Fonte: Elaborado pelos autores a partir dos dados da pesquisa.

Na segunda etapa, 39 trabalhos sobre o Modelo de Barras foram selecionados mediante
analise exaustiva de referéncias a partir dos manuscritos da primeira etapa. Nessa etapa, todos os
textos rastreados e disponiveis por acesso on/ine compuseram o corpus bruto. Ao final do processo
de busca por exaustdo, os documentos da rede de referéncias formada foram reanalisados, e as
inconsisténcias foram ajustadas (inclusio por falta, remogao de repeticdes ou artigos nao adequados
ao proposito da revisao). Nesse processo, foram considerados apenas trabalhos que discutiam o
Modelo de Barras e apresentavam processos de resolucao ou resolucdes de problemas verbais pelo
Modelo de Barras. O Quadro 2 apresenta os artigos selecionados que foram garimpados a partir

do corpus inicial.

Quadro 2 — Manuscritos adicionais obtidos da busca por exaustio dos artigos rastreados no Scopus e ERIC

Rastreado a

partir de artigo Autores Titulo
da base

Scopus/ERIC Kheong (1994) Bridging the gap between secondary and primary Mathematics

Scopus/ERIC Kheong (1999) Some generic principles for solving mathematical problems in the classroom

Scopus/ERIC Cheong (2002) The Model Method in Singapore

Scopus/ERIC Ng (2003) How secondary two express stream students used Algebra and the Model
Method to solve problems

Scopus/ERIC Ng (2004) Developing algebraic thinking in early grades: Case study of the Singapore
primary Mathematics curriculum

Scopus/ERIC Beckmann (2004) Solving Algebra and other story problems with simple diagrams: A method
demonstrated in grade 4-6 fexts used in Singapore

Scopus/ERIC Ng e Lee (2005) How primary five pupils use the Model Method to solve word problems

Scopus/ERIC Ng et al. (2006) Model Method: Obstacle or bridge to learning symbolic Algebra

Scopus/ERIC Yeap, Ferrucci e Carter | Comparative study of arithmetic problems in Singaporean and American

(2000) Mathematics texthooks

Scopus/ERIC Hoven e Garelick (2007) Singapore math: Simple or complex?

Scopus/ERIC Lee et al. (2007) Strategic differences in  algebraic - problem  solving: Neuroanatomical
corvelates

Scopus Looi, Ng e Kho (2007) Technology-enabled pedagogy to bridge bar diagrams to letter-symbolic
Algebra

ERIC Ng e Lee (2008) As long as the drawing is logical, size does not matter

Scopus/ERIC Murata (2008) Mathematics teaching and learning as a mediating process: The case of tape
diagrams

ERIC Khng e Lee (2009) Inbibiting interference from prior knowledge: Arithmetic intrusions in
Algebra word problem solving

Scopus/ERIC Lee e Ng (2009) Solving Algebra word problems: The roles of working memory and the
Model Method

Scopus/ERIC Lee, Ng e Ng (2009) The contributions of working memory and executive functioning to problem
representation and solution generation in algebraic word problems

ERIC Booth e Koendiger (2010) | Facilitating low-achieving students’ diagram use in algebraic story problems

ERIC Cai, Ng e Moyer (2011) Developing students’ Algebraic thinking in earlier grades: Lessons from

China and Singapore
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Rastreado a
partir de artigo Autores Titulo
da base
ERIC Ho e Lowrie (2012) Singapore students’ performance on Australian and Singapore assessment
itents
ERIC Jan e Rodrigues (2012) Model drawing strategy: A tool to link abstract words to real life
ERIC Lee et al. (2013) Longer bars for bigger numbers? Children’s usage and understanding of
graphical representations of Algebraic problems
Scopus/ERIC Jiang, Hwang e Cai (2014) | Chinese and Singaporean sixth-grade students’ strategies for solving
problems about speed
ERIC Beckmann e Izsdk (2015) | Two perspectives on proportional relationships: Extending complementary
origins of multiplication in terms of quantities
ERIC Koleza (2015) The bar model as a visnal aid for developing complementary/ variation
problems
Scopus/ERIC Kaur (2015) The model method - A tool for representing and visualising relationships
Scopus Willyarto, Pane e | Mathematics learning method of Bar modeling for elementary school
Chairiyani (2015) students
ERIC Bao (2016) The effectiveness of nsing the Model Method to solve word problems
Scopus/ERIC Dennis, Knight e Jerman | Teaching high school students with learning disabilities to use model
(2010) drawing strategy to solve fraction and percentage word problems
Scopus Ruiz Urbano, Fernandez | E/modelo de barras: una estrategia para resolver problemas de enunciado
Bravo e Fernandez Palop | en Primaria
(2016)
Scopus Baldin (2018) Desenvolvimento do pensamento algébrico no curriculo de escola bdsica: caso
de modelagem pictdrica da Matemadtica de Singapura
ERIC Beckmann e Kulow (2018) | How future teachers reasoned with variable parts and strip diagrams to
develop equations for proportional relationships and lines
Scopus Men, Ismail e Abidin | Using Maths Model Method in solving pre-algebraic problems among year
(2018) five students
Scopus Osman ¢f al. (2018). Enbancing students’ mathematical problem-solving skills through bar
model visualisation technique
Scopus Widyasari e  Rosiyanti | Bar modelling and antism—sufficient or necessary in problem solving?
(2018)
Scopus Widyasari e  Rosiyanti | Developing material for promoting problem-solving ability throngh Bar
(2018) Modeling Technigue
Scopus Gani, Tengah e Said | Bar model as intervention in solving word problem involving percentage
(2019)
Scopus Vicente, Sanchez e | Word problem solving approaches in Mathematics  textbooks: A
Verschaffel (2020) comparison between Singapore and Spain
Scopus Said e Tengah (2021) Supporting solving word problems involving ratio through the bar model

Fonte: Elaborado pelos autores a partir dos dados da pesquisa.

Ao final desse processo, compuseram o corpus final da pesquisa os 39 artigos adicionais
(Quadro 2) que foram garimpados a partir do corpus inicial de 17 manuscritos (Quadro 1),
totalizando 56 documentos no corpus final a serem analisados.

Metodologia da andlise dos resultados

A investigacdo apresentada segue uma perspectiva qualitativa, conforme definem Bogdan
e Biklen (1994). A anadlise dos documentos do corpus final da pesquisa segue principios da analise
de conteudo de Bardin (2016). Nesse processo, os documentos analisados deram suporte a
constituicdo de unidades tematicas que, apds sistematiza¢ao e compilagdo, deram origem as
categorias. Inicialmente, os artigos foram lidos e amostras de transformagdes pictoricas foram
coletadas, dando origem as unidades tematicas. Ao final do processo, todas as unidades tematicas
foram analisadas de forma interpretativa-qualitativa e agrupadas segundo categorias
representativas. Essas categorias e a caracterizagao do corpus final sio discutidas a seguir.
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Resultados

Nesta se¢do, apresentamos os resultados das duas etapas da pesquisa. Inicialmente,
trazemos a caracterizagao do corpus da pesquisa e suas conexoes e, na sequéncia, a defini¢ao das
categorias de transformacoes pictoricas identificadas nos trabalhos.

Caracterizagao do corpus final da pesquisa

A partir da constituicdo do corpus final da pesquisa mediante buscas nas bases Scopus e
ERIC, representamos a rede de referéncias internas nas Figuras 1 e 2. A Figura 1 mostra as
referéncias recuperadas na busca pelo Scopus e sua rede extensa de citagoes, acrescida de Kho
(1987), considerado o artigo pioneiro de apresentagdo do Modelo de Barras.

Figura 1— Rede de citagGes a partir das referéncias recuperadas no Scopus e sua rede extensa
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Fonte: Elaborada pelos autores no TikZ (LaTeX). Dados da pesquisa.

Na Figura 1, os autores estio ordenados por ano de publicacio, e cada conexao entre dois
autores envolve um citante e um citado (sempre a esquerda do citante). Com exce¢ao de Ng (2015),
todos os textos — até o primeiro artigo de apresentacao do Modelo de Barras (Kho, 1987) — fazem
ou recebem pelo menos uma citagao de textos dentro da rede de citagOes (a partir da pesquisa no
Scopus). Os textos de Kho (1987) e Ng e Lee (2009) sao os artigos com maior numero de citagoes,
e 80% (8/10) dos manuscritos que citaram Ng e Lee (2009) também citaram Kho (1987).
Observamos também que 25,58% (11/43) dos manuscritos que receberam alguma citagdo nao
citaram outros textos dentro do corpus de pesquisa (excetuando-se como citante Kho, 1987). Em
especial, os manuscritos mais antigos foram embasados em materiais didaticos e documentos
curriculares devido a escassez de artigos nas primeiras décadas seguintes a introdugao do Modelo
de Barras em Singapura. Atualmente, as referéncias com alcance internacional e com maior
detalhamento sobre o Modelo de Barras, na rede extensa da pesquisa no Scopus, sao 0s manuscritos
de Kaur (2019), Ng e Lee (2009) e Cheong (2002).

A Figura 2 sumariza a rede extensa de artigos da busca na ERIC, a qual foi acrescentado o
artigo pioneiro de Kho (1987).
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Figura 2 — Rede de citagdes a partir das referéncias recuperadas no ERIC e sua rede extensa
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Fonte: Elaborada pelos autores no TikZ (LaTeX). Dados da pesquisa.

A rede de citagdes da Figura 2 evidencia que os textos de Ng ¢ a/. (2006), Ng e Lee (2005)
e Ng e Lee (2009) sao os manuscritos mais influentes, a partir de Kho (1987), em relacio as citagoes
da rede extensa formada pelas referéncias recuperadas na ERIC. A Figura 2 evidencia que a maioria
dos documentos rastreados pela busca na ERIC foi publicada nos dltimos cinco anos (2019-2024)
e ha uma concentragao de artigos entre 2009-2010. Esses dois periodos somam aproximadamente
88,89% (8/9) das publicagdes recuperadas inicialmente na ERIC. Além disso, a rede extensa
constituida a partir da busca na ERIC (inclusive) soma 37 artigos, comparados aos 43 artigos da
busca no Scopus (inclusive). Ao todo, sao 56 artigos, dos quais 24 sao comuns as duas bases. Isso
indica que cerca de 42,86% (24/56) dos attigos do corpus final da pesquisa é constituido por estudos
que aparecem simultaneamente nas buscas do Scopus e do ERIC e em suas redes extensas.

Categorias de anilise

A partir das referéncias obtidas nas duas etapas de busca, constituiu-se o corpus da pesquisa,
o qual consideramos para coletar dados sobre as transformagoes pictoricas presentes nas resolugoes
de alunos ao usar o Modelo de Barras e, assim, responder a nossa questio norteadora. Neste texto,
consideramos como transformagdes pictoricas aquelas mudangas realizadas sobre os modelos
pictoricos elaborados para representar as quantidades e relagdes numéricas de problemas verbais.
Além disso, nao fizemos distingdo entre transformacgoes pictéricas do Modelo de Barras no
contexto da aritmética, da algebra ou de sua interface. Para os propdsitos do artigo, entretanto,
consideramos como transformagdes pictoricas quaisquer modificagdes realizadas sobre um
Modelo de Barras que representa um problema, mas que nao integram a sua elaboragao a partir do
problema. Em uma analogia algébrica, elas fazem paralelo com a manipulagiao da(s) equagiao(des)
formulada(s) e ndo com o processo de formulagao da(s) equagao(Ges) que representa(m) a situagao-
problema.

A analise do corpus da pesquisa evidenciou trés grupos de transformacOes pictoricas, aqui
denominadas “transformacgdes por particao”, “transformagdes por completamento” e
“transformagdes por reposicionamento”. O Quadro 3 apresenta as categorias e os autores que
subsidiaram a sua elaboracao.
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Quadro 3 — Categorias de andlise e autores

Categoria Autores
Transformacdes por Baldin (2018), Bao (2016), Baysal e Sevinc (2022), Beckmann (2004), Beckmann e Izsak
particdo (2015), Beckmann e Kulow (2018), Booth e Koedinger (2010), Cai, Ng ¢ Moyer (2011),

Cheong (2002), Gani, Tengah e Said (2019), Ho e Lowrie (2012, 2014), Hoven e Garelick
(2007), Jiang e Chua (2009), Jiang, Hwang e Cai (2014), Kaur (2019), Kheong (1994,
1999), Khng e Lee (2009), Kho, Yeo e Fan (2014), Koning ez a/. (2022), Lee e Ng (2011),
Lee ez al. (2013), Lee, Ng e Ng (2009), Looi, Ng e Kho (2007), Looi e Lim (2009), Madani,
Tengah e Prahmana (2018), Men, Ismail e Abdin (2018), Murata (2008), Ng (2003, 2004,
2015, 2022), Ng e Lee (2005, 2008, 2009), Ng ¢z a/. (2006), Richit e Richit (2022), Said e
Tengah (2021), Sevinc e Lizano (2024), Ruiz Urbano, Fernandez Bravo e Fernandez
Palop (20106), Vicente ef al. (2022), Widyasari e Rosiyanti (2018), Willyarto, Pane e
Chairiyani (2015) e Yeap, Ferrucci e Carter (2000).

Transformagdes por Bao (2016), Cheong (2002), Clement e Auslander (2022), Dennis, Knight e Jerman
completamento (20106), Englard (2010), Ho e Lowrie (2012, 2014), Jan e Rodrigues (2012), Kaur (2019),
Kheong (1999), Koleza (2015), Lee ez al. (2007), Lee e Ng (2009), Murata (2008), Ng
(2003, 2015, 2022), Ng e Lee (2005, 2009) ¢ Osman ez a/. (2018).

Transformagdes por Cheong (2002), Fan e Zhu (2007), Ho e Lowrie (2014), Kaur (2015), Ng (2003, 2015) e
reposicionamento Sevinc e Lizano (2024).

Fonte: Elaborado pelos autores a partir dos dados da pesquisa.

No Quadro 3, os documentos nao foram mutuamente separados conforme as categorias
de analise, pois um mesmo artigo subsidiou a constitui¢ao de mais de uma categoria. Cada uma das
transformagdes pictoricas ¢ discutida na sequéncia por meio de problemas exemplificativos, cujas
resolugoes foram expandidas ou adaptadas para atender ao propésito desta pesquisa.

Transformagdes pictoricas do Modelo de Barras de Singapura

As trés categorias identificadas anteriormente passam agora a ser descritas e analisadas de
forma especifica em cada uma das se¢oes que seguem.

Transformagoes por particao

As transformagdes por particao envolvem mudangas nos modelos por meio de parti¢oes
que podem incluir a remogao ou nao de partes (representando quantidades) do modelo. Essas
particdes destacam quantidades conhecidas ou incognitas, por meio das quais é possivel derivar um
caminho para determinar o valor de quantidades desconhecidas e, assim, resolver o problema. O
primeiro exemplo a seguit, o “Problema do dinheiro”' (Beckmann, 2004), é representado por meio
do modelo de comparag¢ao na Figura 3 (a esquerda).

¥ Problema do dinbeiro: Raju e Samy dividiram US$ 410 entre eles. Raju recebeu US$ 100 a mais
que Samy. Quanto dinheiro Samy recebeu? (Beckmann, 2004, p. 44, tradugdo nossa).

1 Atribuimos nomes aos problemas apresentados como exemplos de uso das transformacées pictoricas quando nio
nomeados pelos autores proponentes.

Praxis Educativa, Ponta Grossa, v. 21, 24648, p. 1-21, 2026
Disponivel em: <https://revistas2.uepg.br/index.php/praxiseducativa>




Luiz Augusto Richit, Vandoir Stormowski e Adriana Richit

Figura 3 — Resolugdo para o Problema do dinbeiro via Modelo de Barras

Transformagio por partigio

e m— S e 1 2 unidades = $410 — 5100
Raju | | 100 !
----- = %310

$410 ! $410
Samyl:lmg/ I:I | unidade = $310=-2
‘——\qf—f’ — ? = 1 unidade = $155
B

Samy recebeun $133,00
Fonte: Elaborada pelos autores com base em Beckmann (2004, p. 44).

A Figura 3 mostra o processo de resolu¢do do problema, destacando as mudangas (por
particao) no modelo elaborado para a situagao-problema. Inicialmente, o problema ¢ representado
por meio do modelo de comparagio (para detalhes, ver Kaur, 2019), seguido da particao da barra
que representa a quantidade de Raju, a fim de destacar a parte “a mais”. A parte “a mais”
(particionada) é mostrada tracejada, e seu valor deve ser subtraido do total (410 — 100 = 310). O
valor resultante (310) é usado para determinar o valor do bloco unititio (310/2 = 155) e a quantia
de Samy (? = 155).

Transformagdes partitivas, como as usadas em problemas representados pelo modelo de
comparagao (e.g., Figura 3), podem aparecer em problemas que envolvem fragdes, razdes ou
proporgoes (para outros exemplos, ver Ng e Lee, 2009, Jiang e Chua, 2009, Jiang, Hwang e Cai,
2014, e Cheong, 2002). Esses problemas comumente envolvem a elaboragdo de um Modelo de
Barras que precisa ser reajustado. Hssa correcao, por vezes, envolve a redefinicdo do “bloco
gerador” usado para elaborar o Modelo de Barras inicial (Ng; Lee, 2009). Um “bloco gerador”,
“bloco unitario” ou apenas “gerador” funciona como uma unidade pictérica que possibilita
reformular as quantidades como uma composi¢ao inteira (Ng; Lee, 2009). A “descoberta” que
redefine o gerador ocorre a partir das relagdes numéricas dadas na situagio-problema e envolve
mudancas no modelo que representa o problema. No corpus da pesquisa, observamos que esse tipo
de transformacao pictérica ocorre por particao, isto é, “transformagao por parti¢ao para redefinicao
do gerador”. Para ilustrar esse cenario, apresentamos os dois problemas a seguit.

»  Problema das velocidades: Mike fez uma viagem da cidade P para a cidade O. Na primeira
hora, ele fez 1/3 do trajeto. Na segunda hora, ele fez 1/5 de todo o trajeto. Por fim,
demorou duas horas para terminar o restante da viagem a uma velocidade de 42 km/h.
Encontre a velocidade média do trajeto (adaptado de Jiang e Chua, 2009, p. 75).

Uma solugao possivel por meio do Modelo de Barras ¢ mostrada na Figura 4.
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Figura 4 — Resolucio do Problema das velocidades via Modelo de Barras

Transformacio por particio
—

distincia distincia
P 0 p . 0
—— ————
lh
—
lh 2x42 =84 km
lh lh 2h, 42 km/h
T unidades = 84 distancia = 180 km;
1 unidade = 84 +7 tempo=1+14+2=4h
=12
15 unidades = 15 = 12 velocidade média = distincia + tempo
distincia = 15 unidades = 180 velocidade média = 180 -4
A viagem tem180 km. velocidade média = 45 km/h.

Fonte: Elaborada pelos autores com base em Jiang ¢ Chua (2009, p. 75).

A resolu¢do proposta na Figura 4 parte da representagao da situagao a partir do modelo
mostrado no lado esquerdo. Duas barras foram desenhadas de forma comparada (uma abaixo da
outra), destacando as fra¢oes do trajeto e demais informagoes explicitadas na situagao-problema.
A partir desse Modelo de Barras, é possivel estabelecer a unidade comum entre 1/3 ¢ 1/5
realizando-se novas partigoes, conforme mostra o lado direito da Figura 4. A unidade comum
(1/15) pode ser determinada a partir da distancia percorrida nas ultimas duas horas do percurso (2
h X 42 km/h = 84 km), resultando em 12 km (84/7 = 12 km). Essa informacdo permite determinar
o comprimento total do trajeto (12 X 15 = 180 km) e, portanto, determinar a velocidade média,
como mostram os calculos na Figura 4 (parte inferior a direita).

Na solucao fornecida na Figura 4, expandimos a apresentada por Jiang e Chua (2009), a fim
de destacar a descoberta da unidade comum (1/15), que permite reformular as quantidades em
fun¢do de uma mesma unidade. No problema das bolinhas de gude, apresentamos outro exemplo,
elaborado por nos, que envolve transformagées por parti¢ao para determinar uma unidade comum
que permite resolver o problema.

»  Problema das bolinhas de gnde: Nicolas e Mia tinham juntos 153 bolinhas de gude. Nicolas
deu 1/4 das suas bolinhas de gude para Bia, mas Mia deu 1/3 das que tinha para Michael.
Depois disso, Nicolas e Mia ficaram com o mesmo numero de bolinhas de gude.
Quantas bolinhas de gude Mia tinha no inicio?

Uma solugido possivel para esse problema, por meio do Modelo de Barras, ¢ mostrada na
Figura 5.
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Figura 5 — Resoluc¢io ampliada do Problema das bolinhas de gude

Antes:
Nicolas |
153
Mia ? |
Depois: "__'__\
Nicolas | | " | i Bia
Mia | | Michael
\-,_______'__F_/"
Particio |
Antes: 17 unidades = 153
Nicolas | 1 unidade = 153 =17
153 -9
Mia ? .

“ . 8 unidades =8 = 0
Depois: /"_“\_\* ? =8 unidades =72
Nicolas | | E | | Bia Mia tinha 72 bolinhas de gude no inicio.

Mia [ ¢+ ] ¢ Michael
— T~

Fonte: Elaborada pelos autores.

A Figura 5 mostra a representac¢ao do problema, pelo Modelo de Barras, segundo os dois
momentos (Antes—Depois). O diagrama elaborado (parte superior da Figura 5) incorpora as
informagdes dessas duas etapas e, a seguir, ¢ utilizado para resolver o problema, sofrendo
transformagoes pictoricas (parte inferior da Figura 5). A partir da relagdo de igualdade na etapa
“Depois” (3/4 de Nicolas equivalendo a 2/3 de Mia), é possivel estabelecer uma unidade comum
(1/6) por meio de patticdes pertinentes. Dividindo-se cada patte de Nicolas em duas partes iguais
e cada parte de Mia em trés partes iguais, ambas passam a ter seis partes, todas iguais entre si. A
partir dessa unidade comum (um novo gerador), as quantidades de Mia e Nicolas podem ser
reformuladas em termos de uma mesma quantidade de referéncia. Essa referéncia, ou gerador, ¢é
usada para resolver o problema a partir da situagao inicial conhecida: ambos tinham 153 bolinhas
de gude, e o total é composto por 17 blocos iguais. Assim, cada bloco tem 153/17 = 9 bolinhas de
gude, a partir do que se obtém que Mia tinha 72 bolinhas de gude (8 X 9).

Os exemplos apresentados acima cumprem o papel de ilustrar o uso da transformacio
pictorica que observamos ser predominante na literatura analisada. Essas transformagdes, aqui
denominadas “transformagbes por particao”, relacionam-se a mobilizagio de conceitos
matematicos como, por exemplo, a composi¢ao e conservacao da quantidade (manutencao de
igualdades) e o conceito de unidade comum (relacionando, por exemplo, MMC ¢ MDC). Dessa
forma, destacamos que o uso do Modelo de Barras em aulas de matematica permeia esses conceitos
de modo visual, o que ultrapassa a apresentacio usualmente algébrica e procedimental
tradicionalmente usada no ensino da Matematica.

Transformagoes por completamento

Consideramos as transformagdes que envolvem completamento ou acréscimo de barras
como um tipo geral de transformacOes pictoricas, denominadas aqui “transformacdes por
completamento”. O completamento ¢ um conceito matematico que envolve completar o todo, cuja
“[...] ideia subjacente é converter um valor especifico em uma referéncia padrio” (Kheong, 1999,
p. 81, traducao nossa). Nas resolu¢des mapeadas, essa estratégia se mostrou amplamente utilizada
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pelos estudantes em suas resoluces via Modelo de Barras (Ng; Lee, 2009). Para ilustrar esse
cenario, apresentamos alguns exemplos. A Figura 6 mostra o “Problema dos animais” (Lee; Ng,
2009, p. 216, tradugao nossa) representado por meio do modelo de comparagao.

»  Problema dos animais: Uma vaca tem 150 kg a mais que um cdo. Uma cabra tem 130 kg a
menos que a vaca. Ao todo, os trés animais somam 410 kg. Qual é a massa da vaca?

A solugao, pelo modelo de Barras, ¢ mostrada na Figura 0.

Figura 6 — Resolucdo para o Problema dos animais via Modelo de Barra de Singapura

Transformacio por completamento

_..__..--'"---_-_-_____----"'-H
Vaca | | | | 3 unidades = 410+ 150+ 130

_______ | =600
¥ 410 ¢ 410+ 150+130 :
Cio 150 I:[——I—j?——d TN | unidade = 690+ 3

e T 130 | =230

_____ A vaca tem 230 kg.

Fonte: Elaborada pelos autores com base em Lee e Ng (2009, p. 216).

A Figura 6 mostra (a esquerda) o Modelo de Barras que representa esse problema, seguido
do uso da estratégia de completamento. Nessa resolugao, as diferengas (“a mais” e “a menos”
mencionadas sao usadas para completar as quantidades, tomando-se como referéncia a massa da
vaca. Uma vez que essas quantidades foram acrescentadas, ¢ necessario reajustar o total,
adicionando-as (410 + 150 + 130 = 690). A partir desse “novo” total, composto de trés barras
iguais, é possivel obter seu valor fazendo a divisao 690/3 = 230 kg e, assim, determinar a massa da
vaca (representada pela barra de referéncia), isto é, 230 kg.

A solugao apresentada na Figura 6 usa transformacoes por completamento; apesar disso,
uma solugdo alternativa pode ser obtida utilizando-se transformagdes por particdo, como na
solucdo apresentada para o Problema do dinbeiro (Figura 3). Essa perspectiva evidencia que um
problema pode ser resolvido por meio de diferentes abordagens (Ng; Lee, 2009). A Figura 7 mostra
a resolucao do Problema do dinbeiro remanescente, que articula tanto transformagdes por particao
quanto transformagdes por completamento, evidenciando que um problema pode ser resolvido
articulando-se multiplas transformagoes pictoricas.

> Problema do dinbeiro remanescente: Raju tinha trés vezes mais dinheiro que Gopal. Depois que
Raju gastou US$ 60 e Gopal gastou US§ 10, cada um deles tinha uma quantidade igual de
dinheiro sobrando. Quanto dinheiro Raju tinha no inicio? (Beckmann, 2004, p. 44, traducao
nossa)

Uma solugdo possivel para esse problema é mostrada na Figura 7. Nessa apresentacao,
evidencia-se o uso de transformagdes por parti¢ao e por completamento.
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Figura 7 — Resoluco para o Problema do dinbeiro remanescente via Modelo de Barra de Singapura

Completamento ' == === mmmmmmmmmmmm e m e e

S e @ :

Antes: A Antes: A ~
i | | | | | | |
| 1 ! 1
d 1 H
1 ! 1
Depois: i Depois: : !
1 1

1

1

1
i
1
[ ]
1
1

v
Gopal I:l 60 Gopal I:l

1
i
1
—— ——

10 10
? v/ Parti¢io
Antes:
Raju | I i
] 1
Gopal I:' i 2 unidades = 50
H ! 1 unidade = 50+2
Depois: : ' =25
i 1
1
1

Raju I:E_ 10 50 [ 3 unidades = 3 x 25
5

7 =3 unidades =7

Gopal |:|

;V_/
10

Fonte: Elaborada pelos autores com base em Beckmann (2004, p. 45).

Raju tinha $75 no inicio.

Na Figura 7, a parte superior esquerda mostra a representagao do problema via Modelo de
Barras. A partir dela, transformagoes pictoricas sao usadas para resolver o problema. A primeira
envolve uma transformagao por completamento (parte superior direita da Figura 7). A seguir, por
meio de parti¢des, 0 modelo é modificado conforme mostrado na parte inferior esquerda da Figura
7. A partir dessas transformagdes, é possivel determinar o valor de “?”, calculando-se o valor da
unidade do modelo na etapa “Antes”, isto é, 25 (duas unidades sdo iguais a 50; portanto, uma
unidade ¢ igual a 50/2 = 25). Por fim, a quantidade “?” pode ser determinada por ser composta
por trés unidades de 25; portanto, a quantidade procurada ¢ igual a 75.

Esses exemplos mostram o uso de transformagdes por parti¢io e transformacdes por
completamento para a resolucio de problemas envolvendo o Modelo de Barras. Essas
transformagdes sao articuladas de acordo com o raciocinio do estudante, com o objetivo de
desvendar as relages entre as quantidades e, assim, estabelecer um caminho para a descoberta do
valor das unidades pictéricas/gerador do modelo elaborado. Essas duas estratégias foram as mais
utilizadas pelos estudantes nas resolugoes presentes no corpus da pesquisa. Na secdo seguinte,
apresentamos as transformagdes por reposicionamento.

Transformagdes por reposicionamento

As barras desenhadas para representar o problema, por vezes, requerem modificagoes no
arranjo dos retangulos. Isso ocorre porque as quantidades desconhecidas nao sio diretamente
acessfvels na configuracio inicial, mas, ocasionalmente, podem ser reconfiguradas
convenientemente. Essas transformagdes pictoricas funcionam como artificios matematicos, e, por
meio delas, rearranjando retangulos, pode-se determinar a quantidade representada por alguma
barra-chave e, assim, as quantidades desconhecidas (ver, por exemplo, Cheong, 2002; Ng, 2003).
Para exemplificar o uso desse tipo de transformacao, apresentamos dois problemas. O primeiro é
o Problema dos livros, a seguir.

> Problema dos livros: A soma do nimero de livros que Jack e Jill tém é de 20. Se Jill perdesse
trés de seus livros e Jack dobrasse o nimero que ele tem, eles teriam um total de 30
livros. Quantos livros cada um tem? (Ng, 2003, p. 17, tradu¢ao nossa)
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Esse problema foi apresentado em Ng (2003), com a representacao na forma de Modelo
de Barras semelhante a mostrada na Figura 8, a esquerda.

Figura 8 — Solucdo do Problema dos livres por meio do Modelo de Barras

Reposicionamento
.--'""-_-_______\-"-\-\.
- " I
. 1 I . 1
L sin 3] Jack J L sin | Jack 13} 30-20-10
s | Jack | Jack Jin | Jack P Jack
30 : 5 ;[] —_—
R 10+3=13
0-2-13=4
Jack no inicio = Jack No inicio, Jill tinha 7 livros e
13 Jack tinha 13 livros.
Jill no inicio = Jill <3
443=7

Fonte: Elaborada pelos autores com base em Ng (2003, p. 17).

Essa solucao inclui a indicagao do reposicionamento pertinente (outros sdo possiveis), e a
nova configuracao ¢é apresentada no lado direito. A partir dessa reconfiguragao, ¢ possivel obter,
de forma desencadeada, o numero de livros de Jack e de Jill. O nimero de livros de Jack é obtido
a partir da diferencga entre as barras (30 — 20 = 10), acrescida de 3 (10 + 3 = 13). A seguir, é possivel
obter o numero de livros de Jill (30 —2-13 =4 ou 20 — 3 — 13 = 4), que deve ser adicionado a 3
(3 + 4 =7) para compensar o desconto (3) realizado pela reconfiguracao das barras. Dessa forma,
a solugdo ¢ obtida: Jill tem sete livros e Jack, 13.

Um segundo exemplo do uso de “transformagdes por reposicionamento”, elaborado por
no6s, ¢ apresentado no Problema dos envelgpes, a seguir.

»  Problema dos envelopes: Matia e Luiza ganharam trés envelopes cada. Maria ganhou trés
envelopes com a mesma quantidade de dinheiro. Luiza ganhou R$ 4,00 a menos do que
Maria no primeiro envelope, ganhou R$ 16,00 a mais no segundo envelope, mas nao
ganhou nada no terceiro envelope. Se o total que Maria ganhou ¢ igual ao total que Luiza
ganhou, quanto dinheiro havia em cada envelope de Maria?

Uma solugido possivel para esse problema, por meio do Modelo de Barras, é mostrada na
Figura 9.

Figura 9 — Resolucdo expandida do Problema dos envelopes
Reposicionamento

Maria “-v-”l | | | | | |:___] FT—16_4
i 7 71 =D
Luiza | | | | | | |
- —_—
16 16

Maria ganhou R$ 12,00 em cada envelope.

Fonte: Elaborada pelos autores.

A Figura 9 apresenta (a esquerda) o Modelo de Barras (outros modelos podem ser
estruturados para representar o problema) que representa o Problema dos envelgpes e indica um
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reposicionamento possivel entre as barras. A direita, ap6s o reposicionamento sugerido, o Modelo
de Barras modificado ¢ usado para determinar o valor solicitado (? = valor dos envelopes de Maria).
A partir do reposicionamento proposto e da equivaléncia de comprimentos (? + 4 = 106), decorre
que a quantidade desconhecida (?) ¢é igual a 12.

As mudangas de posi¢ao das barras (representando quantidades) também podem ser
observadas em situagoes-problema que envolvem mudanga nas quantidades. Exemplos nessa
dire¢do podem ser observados em Kaur (2015, 2019), Ng (2015), Ho e Lowrie (2012, 2014) e Ng
e Lee (2009). Nesses casos, as mudancgas de posi¢do das barras estdo relacionadas a alteragdes de
valores (acréscimos, descontos, decréscimos etc.) que sdo diretamente mencionadas na situagao-
problema. Essas mudangas, portanto, fazem parte da fase de elaboracio do Modelo de Barras que
captura e representa os dados numéricos e as relagdes do problema. Uma vez que estamos
interessados nas transformacdes pictoricas sobre os modelos ja elaborados, ndo as discutimos aqui.

O uso das transformagdes por reposicionamento esta relacionado, em parte, a acuracia
“métrica” do desenho. Alunos proficientes no uso do Modelo de Barras sdo conscientes de que o
importante ¢é a relaciao logica entre os retangulos (Ng; Lee, 2008); no entanto, a visualizagao de
reposicionamentos convenientes nao ¢ trivial. Essa visualiza¢do estd relacionada a percepgao visual,
mas os modelos desenhados pelos alunos mostram-se majoritariamente esquematicos (Baysal;
Sevinc, 2022; Dennis; Knight; Jerman, 2016; Ho; Lowrie, 2014; Jiang; Chua, 2009; Jiang; Hwang;
Cai, 2014; Looi; Lim, 2009; Madani; Tengah; Prahmana, 2018; Ng, 2003, 2004, 2015; Ng; Lee, 2005,
2008, 2009; Sevinc; Lizano, 2024). Isso pode justificar o fato de as transformagdes por
reposicionamento serem as menos evidenciadas na literatura analisada. Uma vez que esses
problemas sao mais desafiadores e, em geral, envolvem uma quantidade maior de informagdes e
relagoes numéricas (que inclusive sofrem modificagoes), Ng e Lee (2008) observaram que os alunos
percebem o uso do Modelo de Barras como muito custoso. Por exemplo, os alunos reportaram
que, nos problemas mais dificeis, muito tempo foi necessario para resolver um problema via
Modelo de Barras, o que ¢ inviavel em momentos de avaliacio (Ng; Lee, 2008). Nesses casos, o
método algébrico foi considerado mais eficiente pelos alunos (Ng; Lee, 2008).

E importante observar que diferentes transformacdes pictoricas podem ser utilizadas pelos
alunos como estratégias para a resolugao de um mesmo problema. Da mesma forma, evidenciamos
que modificagoes pictodricas podem ser utilizadas durante a prépria estruturacao do modelo, a partir
da incorporag¢ao das informacSes em seu desenho. O processo de conversio do enunciado em um
Modelo de Barras que o representa se diferencia dos processos de modificagao da representagao
abordados neste texto. Estudos orientados ao processo de transformar informagdes verbais em
representacOes pictoricas sao necessarios para complementar este estudo. Além disso, um mesmo
problema pode ser representado por modelos de barras diferentes, ¢ as transformagoes pictoricas
utilizadas sobre um Modelo de Barras podem ser influenciadas pelo proprio modelo inicialmente
elaborado para o problema.

Limitagdes e consideragées finais

O mapeamento realizado neste trabalho baseou-se exclusivamente na apresentagao das
respostas e dos registros finais de alunos apresentados nos manuscritos rastreados. Nao foram
avaliadas resolugdes em desenvolvimento, que potencialmente envolvem “iniciar, apagar e comegar
de novo” até formalizar uma apresentacao final. Além disso, a sistematizacao formulada neste texto
nao considera o movimento de retangulos e combinag¢oes de retangulos processados mentalmente
e que podem fazer parte da resolu¢ao de problemas via Modelo de Barras. Assim, uma contribuigao
para este trabalho envolve investigar e sistematizar o repertorio estudantil de transformacgoes
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pictoricas a partit do acompanhamento detalhado do processo de resolucao de problemas via
Modelo de Barras de estudantes.

Embora a anilise tenha incidido sobre uma rede de referéncias estendida, os manuscritos
fornecem uma amostra limitada e, as vezes, prototipica de “resolugcdes pelo Modelo de Barras”,
sejam do contexto de Singapura ou de experiéncias isoladas ao redor do mundo. Uma possibilidade,
portanto, é a condugao de uma investigacao ampliada em ambientes escolares que tenham tradigao
no uso dessa abordagem. Outra possibilidade é investigar, nessa perspectiva, o repertorio estudantil
das transformacgoes pictoricas segundo os diferentes Modelos de Barras — “Parte-Todo”,
“Comparacao” e “Antes-Depois”. Em ambos os cenarios, esses estudos tém potencial para
fornecer um mapeamento ampliado das transformagbes pictoricas do Modelo de Barras
evidenciadas por esta pesquisa bibliografica. Apesar dessa limitagdo, nosso texto fornece um
panorama das estratégias utilizadas na manipulacio do Modelo de Barras para resoluciao de
problemas verbais, sendo o conhecimento do repertério estudantil dessas estratégias relevante para
o professor que usa/usard 0 Modelo de Batras em aulas de matematica.

O uso de completamento ou particdes em Modelos de Barras esta associado a conceitos
como a conservagao da quantidade dos numeros reais, de modo que o uso do Modelo de Barras
oportuniza abordar esses principios de maneira visual e antecipada. O reposicionamento de
retangulos, ou o uso de particbes e completamento em diagramas, também propicia o
desenvolvimento de habilidades de visualizacao e de manipulacdo conceitual desses modelos —
processos que fazem parte do conhecimento matematico a ser desenvolvido com os estudantes.
Do ponto de vista do ensino, o professor que ensina matematica deve estar consciente de que o
uso do Modelo de Barras envolve diferentes processos, dos quais a manipulagao de modelos por
meio de transformagdes pictoricas é uma das etapas integrantes. Além disso, o professor deve estar
preparado para mediar o processo de resolucao de problemas dos estudantes que desenham seus
modelos, quando demandam transformagoes pictoricas convenientes. Nesse sentido, este texto
fornece uma sintese dessas transformagoes pictoricas no ambito da resolugao de problemas via
Modelo de Barras e aponta para aspectos importantes da aprendizagem matematica que sio
mediados nesse processo.
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