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O ensino de matemdatica hermético: um olhar critico
a partir dos registros de representacéo semiética’

The hermetic teaching of mathematics: a critical
view based on semiotic representation registers

Méricles Thadeu Moretti™
Afranio Austregésilo Thiel™

Resumo: Neste trabalho discutimos, @ luz da teotia dos registros de representa¢io
semiotica de Raymond Duval, o significado do ensino de matematica hermético, fecha-
do sobre si mesmo, em relagdio ao modo como os registros semioticos sao utilizados.
Constata-se que este ensino, criticado por pesquisadores da Educagio Matematica, se
baseia em registros que provem, geralmente, de um tnico sistema semiotico e, mesmo
quando trata de mais de um sistema, ndo considera as possibilidades de articulagdo
semiotica que pressupde o reconhecimento simultaneo dos elementos semidticos que
podem estar relacionados em cada sistema considerado. Veremos, ainda, como esta
situagdo pode ser superada com um ensino que priorize, de fato, a articulacdo entre
registros tendo por base a ideia de aprendizagem em matematica de Duval.
Palavras-chave: Ensino hermético. Registros de representagao semidtica. Tipos de
registros semidticos.

Abstract: This paper proposes a discussion, under the conception of the semiotic
representation registers by Raymond Duval, about the meaning of hermetic teaching
of mathematics, closed in itself, in relation to the way the semiotic registers are used.
This teaching method, criticized by mathematical education researchers, is seen as based
on registers that usually come from a single semiotic system, and even when more than
one system are employed, these do not consider the possibilities of semiotic articulation
which assumes the simultaneous recognition of semiotic elements that might be related
in each system under analysis. Another discussion proposed is how this situation can
be overcome with a teaching practice which really prioritizes the articulation between
registers based on Duval’s idea of mathematics learning,

Keywords: Hermetic teaching, Semiotic representation registers. Types of semiotic
registers.
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A ciéncia é a0 mesmo tempo representacio e
comunicagao e, com este duplo titulo, inseparavel
de um simbolismo.

Granger (1979, p. 21)

Introducéo

Em matematica, muito mais do que qualquer em outra disciplina, a varie-
dade dos sistemas de representagao é fundamental ndo sé para a sua aprendiza-
gem como também para a criacio de novos conceitos. Em relagdo a criagdo de
novos conceitos, Boyer (1974, p. 70) chega a afirmar que “Foram as deficiéncias
das notagbes algébricas que mais fortemente operaram patra impedir que os gte-
gos construfssem uma verdadeira geometria de coordenadas”. Em grande parte,
essa geometria conheceu um grande impulso, mais de mil anos mais tarde, com
a criagdo da geometria cartesiana por Descartes. Granger (1979, p. 22) também
alerta para o papel decisivo do simbolismo no discurso cientifico em detrimento
do papel da lingua natural, o qual tende a diminuir.

Raymond Duval observa, desde as suas primeiras publicacbes em 1988
(traduzidas e referenciadas como Duval (2011a, 2012a, 2012b)), para a importin-
cia fundamental das representacSes semidticas para a aprendizagem matematica.
Se semiose significa a produgdo ou a apreensio de uma representacio semiotica,
e noesis, a apreensdao conceitual de um objeto, Duval (1995, p. 5) é enfatico em
afirmar que nao existe zoesis sem semiose, que dizer, sem o recurso de uma plura-
lidade a0 menos potencial de sistemas semidticos, o que implica a coordenagio
pelo préprio sujeito.

As representa¢bes semidticas ndo tém importancia somente para a apren-
dizagem matematica. Elas sairam do ambito da matematica, uma fonte fantastica
de criagdo de representacOes, safram também dos manuais escolares e foram
povoar diversas widias populares com a funcio principal de comunicar ideias. E
o caso, por exemplo, dos graficos nos jornais e na televisio. Mesmo para esse
tipo de situagdo, ¢ preciso que os alunos estejam preparados para esta “leitura
do mundo”.

Neste artigo, analisamos essas representacoes semidticas a luz da teoria de
Raymond Duval. Para tanto esta dividido em trés partes: a primeira delas trata
dos signos em diversos autores em que Duval busca inspiracio para ctiar a nogao
de registros de representacdo semidtica para a aprendizagem matematica; a se-
gunda parte trata dos registros de representacdo e concepg¢ao de aprendizagem
matematica em Duval em que a variedade e o transito entre registros sio cen-
trais na sua teoria de aprendizagem matematica; na terceira parte, procuramos
caracterizar os diferentes tipos de registros de representacdo semidtica: é aqui
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que a reflexdo central do artigo, sobre o ensino repetitivo e hermético, bastante
comum hoje em dia na escola, toma corpo e mostra a sua relevancia a discussio.

Dos signos aos registros de representacdo semiética em Duval

Peirce (2000) define o signo em uma relagao triddica como esquematizado
na figura 1 a seguir:

Figura 1 - Esquema triddico da representagio em Peirce
Interpretante

Signo Objeto
(Representamen)

Fonte: Elaborado pelos autores a partir de Peirce (2000).

Para este autor,

Um signo, ou representimen, é aquilo que, sob certo aspecto ou modo, repre-
senta algo para alguém. Dirige-se a alguém, isto é, cria na mente da pessoa,
um signo equivalente, ou talvez um signo mais desenvolvido. Ao signo assim
criado denomino znterpretante do primeiro signo. O signo representa alguma
coisa, o seu oljeto. Representa esse objeto ndo em todos os seus aspectos, mas
com um tipo de ideia que eu, por vezes, denominei fundamento do representanmen.
(PEIRCE, 2000, p. 46, gtifo do autor).

O signo funciona como mediador entre o objeto e o interpretante. Da
relacdao do signo com o seu objeto, extrai-se de Peirce (2000, p. 51-54) os tipos
de signos seguintes:

— icone - quando ha relagio de semelhanga entre o signo (representinen)
e o objeto representado. Quando nao ha esta semelhanga, o signo se
chama simbolo;

— indice - quando existe uma relagio entre um fato observado e a sua

causa.

Os {cones sio signos que se referem ao seu objeto por certa similari-
dade. Quando nio ha esta similaridade, como, por exemplo, o som da palavra
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“caneta”, que nao guarda nenhuma semelhanca com o objeto caneta, nos
referimos ao simbolo. A metafora “Onde ha fumaga ha fogo” é um simbolo,
mas apenas o termo “fumaca” ¢ indice de fogo. O signo sera indice quando ha
uma relagdo entre um fato observado e uma causa. Assim, fumaca pode indicar
fogo e um grito a dor.

A aprendizagem matematica, em geral, trata de simbolos, como, por
exemplo, o conceito de fun¢io, um problema formulado na lingua natural, etc.
Em relagio a representacio triddica de Pierce, escreve Duval (1999, p. 15-16):

Observemos que esta definicdo minimalista vale também para as imagens
mentais quanto para os signos (os simbolos matematicos) ou para as fotogra-
fias e para as palavras da lingua! Esta defini¢io em razio de sua generalidade,
ndo faz diferenca entre o que ¢ mental (por exemplo, lembrar-se de...) e 0 que
¢ material (fotografias tomadas com ajuda de autofoco).

A defini¢do de signo em Peirce oferece a vantagem de que a representa¢ao
possa ser distinguida do objeto representado.

Diferente de Peirce, que procurou estabelecer uma classificagdo geral para
os signos, Ferdinand de Saussure em seu Cowrs de Linguistigue Générale, publicado
postumamente em 1916, preocupou-se com o signo linguistico e o define como
uma entidade inseparavel diadica que pde em oposicio o significado (um concei-
to, uma imagem mental) do significante (imagem acustica):

A lingua é também comparavel a uma folha de papel: 0 pensamento ¢ o an-
Verso e 0 som o verso; ndo se pode cortar um sem cortar, a0 mesmo tempo,
o0 outro; assim tampouco, na lingua, se podetia isolar o som do pensamento,
ou o pensamento do som. (SAUSSURE, 2008, p. 131).

Do trabalho de Saussure se pode destacar ainda um aspecto fundamental,
a importancia do sistema no qual o signo é produzido:

[-..] € uma grande confusio considerar um termo simplesmente como a unido
de certo som com um certo conceito. Defini-lo assim seria isold-lo do siste-
ma do qual ele faz parte; seria acreditar que é possivel comegar dos termos
e construir o sistema fazendo a soma deles, quando pelo contrario, cumpre
partir da totalidade solidaria para obter, por analise, os elementos que encerra.
(SAUSSURE, 2008, p. 132).

Tomando as ideias de Saussure (2008) e Peirce (2000), propomos a figura
2, a seguir, como um esquema triadico que leva em conta os polos constitutivos
de toda representacio do modo como Duval (2011c, p. 21-39) concebe.
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Figura 2 - Esquema constitutivo dos polos da representagao

Conteudo
a A —> OBJETO
(Referéncia)
REGISTRO

Fonte: Figura proposta tendo por base a ideia de Duval (1993, 1995,
1996, 2011c) sobre representagio.

No esquema da figura 2, observa-se que o signo se reveste, cCOmo na con-
cep¢ao de Saussure (2008, p. 132), de uma entidade que possui um conteido
proprio (um conceito), que nao é o mesmo do objeto representado, e uma forma
que permite levar em conta o sistema no qual ele foi produzido.

Nesta apresentacio da representacio triddica se tem:

—como em Saussure, a analogia da folha do papel que congrega de for-
ma inseparavel, de um lado, o contetido da representacio e, do outro
lado, a forma da representagio;

— o objeto representado que nao é o mesmo do contetddo do registro.

Para evitar confusio nas denominac¢des dos signos, Duval prefere usar o
termo registro para os signos com a mesma referéncia em um sistema semidtico.
O termo registro ja fora utilizado por Descartes, em 1637, em seu livro Geometria
para distinguir a escrita algébrica de sua forma de representagio figural. O termo
em francés significa também utilizar a lingua de diferentes maneiras para se ex-

pressar. (DUVAL, 2004, p. 44).

Ha ainda, neste esquema, uma questao que precisa ser mencionada: a
nogao de referéncia em Frege que ¢é levantada por Duval. Um artigo de Frege
(1971)" fez com que se notasse que expressoes, por exemplo, como “a estrela da
manha” e “a estrela da tarde” que embora tenham a mesma referéncia, o planeta
Veénus, possuem sentidos diferentes, mostrou-se importante para o ensino da
matematica como assinala Duval (2012a, p. 99, grifo do autor):

! Sentido ¢ denotagio, publicado em Zeitschift fiir Philosophie und philosophisphe Kritik (100), 1892. (Nota de rodapé
do tradutor em Frege (1971)).
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A distin¢do entre sentido Sz e referéncia Bedentung mostrou-se ser uma das
mais fecundas em todos os dominios nos quais a relacdo entre conceito e
idéias efetua-se através da manipulacdo de signos, simbolos ou expressoes.
Esta distingdo induziu a separar com clareza a significacao, que depende do
registro de descri¢ao escolhido, da referéncia que depende dos objetos ex-
pressos ou representados.

A distingdo entre sentido e referéncia esta estreitamente ligada ao princi-
pio da substitui¢iao que é essencial nos procedimentos de calculo ou de dedugio:
duas expressdes com a mesma referéncia podem ser trocadas uma pela outra, em
uma frase ou férmula, sem que o valor da verdade mude. (DUVAL, 2012a, p. 99).

1 1
Por exemplo, ao efetuar 5 +Z , podemos fazé-lo da forma seguinte:

1 1 2 1 3
— - == ——
2 4 4 4 4
Esta mesma operagao poderia ser feita ainda de outra forma, mantendo-
-se 2 mesma referéncia:

l+l=0,5+O,25=O,75
2 4

Na primeira solugdao, manteve-se a mesma rede semidtica de representa-
¢do, enquanto que, no segundo caso, ha mudanca de sistema de representacio:
1/2 e 2/4 sio as estrelas da tarde e da manha de Frege referidas anteriormente
da mesma forma que 1/4 ¢ 0,25.

Para um mesmo objeto de referéncia, mudanga na forma da representa-
¢do implica também mudanca de conteudo da representacio, mas nao neces-
sariamente de registro. O que se quer dizer com esta mudanca de contetdo ¢é
em relagao a informagdo que de modo mais imediato o registro apresenta por
conta da sua forma — é o conteudo explicito. Por exemplo, por um processo que
se costuma chamar de “complementa¢io do quadrado” se pode transformar a
paribola na forma y = 2x* - 4x+6 a forma (y — 4) = 2(x — 1)% O que se fez, neste
caso, fol mudar o seu conteido explicito sem mudar a forma da representacio:
ndo houve mudanca de registro da parabola. Na forma da parabola (y — 4) =
2(x — 1)% por exemplo, podem-se perceber, imediatamente, as coordenadas do
vértice que é (1, 4). Ja a pardbola y = 2x* - 4x+6 em sua forma algébrica e em
sua forma cartesiana, como mostrado na figura 3 mais adiante, sio exemplos de
registros distintos do mesmo objeto matematico.

Duval (2011b, p. 15) define duas operagdes semioticas: o tratamento e
a conversio. O tratamento ocorre quando se opera mantendo-se no mesmo
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sistema semidtico de representacio ou no mesmo registro - é uma operagio
intrarregistro. A operagdo de conversio se da entre registros, entre elementos
de sistemas semidticos distintos, como, por exemplo, as transformacoes entre a
paribola y = 2x* - 4x+6 e o grafico no plano cartesiano da figura 3 mais adiante.

Os registros de representacdo semidtica e aprendizagem
matemadatica

A operacio de conversio estd na base da hipétese fundamental de apren-
dizagem de Duval (1993, p. 51): “A compreensao (integrativa) de um conteudo
conceitual repousa sobre a coordenacio de a0 menos dois registros de represen-
tacdo e esta coordena¢iao manifesta-se pela rapidez e espontaneidade da ativida-
de cognitiva de conversao.”

Sem negligenciar a operagdo de tratamento, é a conversao que mais con-
tribui para a aprendizagem matematica, ou seja, o ensino de matematica, na con-
cepcio de Duval, deve priotizar a coordenagio de registros de sistemas semioti-
cos diferentes. A diversidade de registros e a capacidade de passagem de um para
outro sdo o que fundamentam a ideia de aprendizagem matematica em Duval.

Fazer mudanga entre representacdes traz a tona um fenémeno denomi-
nado por Duval de congruéncia semantica que procura medir o grau de transpa-
réncia entre representagoes de um mesmo objeto referenciado. Tal fendmeno se
torna mais agudo na opera¢io de conversio por se tratar de uma operagio entre
registros diferentes, uma vez que, para que a conversiao possa set efetuada ou o
objeto seja reconhecido em dois sistemas distintos, é necessatio tambén conbecer
as regras de funcionamento semidtico em cada um desses sistemas.

Uma classificag@o de registros semiéticos

Duval (2004) divide os sistemas semidticos em quatro grandes grupos:
discursivos e naodiscursivos versus plurifuncionais e monofuncionais, combina-
dos conforme mostra o quadro 1 a seguir (inclui-se, neste quadro, a denomina-
¢do das quatro células).
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Quadro 1 - Tipos de registros semiéticos

REGISTROS
PLURIFUNCIONAIS

(os tratamentos ndo sao

REPRESENTACAO REPRESENTACAO
DISCURSIVA NAO DISCURSIVA
Célula 11 Célula 12

Lingua natural:
associacoes verbais
(conceituais);descricio,
definicao, explicagio;

Raciocinio:
argumento a partir de

Figuras geométricas
planas ou em perspectiva
(configuracoes de formas
nas dimensdes 0, 1, 2, 3);
Apreensao operatdria e
ndo somente perceptiva;
construgao com

algoritmizaveis 5 .

g ) observacdes, de crencas...; instrumentos;
dedugao valida a partir de modelizacio de estruturas
defini¢do ou de teoremas fisicas

(ex. cristais, moléculas...)

Célula 21 Célula 22

REGISTROS Sistema de esctita: Griéficos cartesianos

MONOFUNCIONAIS

- numéricas (bindria, decimal, (visualizacdo de variacSes)
fracionaria...); mudangas de sistema de

(os tratamentos coordenadas;

- algébricas;
- simbolicas (linguas formais); interpolagio, extrapolagio.

Calculo literal, algébrico,

sdo principalmente
algoritmizaveis)

formal...

Fonte: Duval (2004, p. 52) com a inclusio da denominagio das quatro células.

Cada uma dessas células pode conter outros subsistemas semidticos, e as
operagoes entre eles, mesmo que se mantenham em uma mesma célula, podem
ser consideradas como conversoes. O conjunto dos numeros reais é um subsis-
tema semibtico que pertence a Célula 21. O conjunto dos numeros racionais,
que esta contido no conjunto dos reais e que pertence a esta mesma célula, pode
set considerado outro subsistema dependendo do tipo de objeto matematico em
jogo. Por exemplo, na representa¢io da reta numérica, ha diferencas importantes
se se considerarem os reais ou os racionais. Na representa¢ao da reta numérica
pode estar em jogo a diferenga entre a no¢do de continuidade e densidade: os
reais sao continuos e densos, e os racionais sao densos, mas nao sao continuos.
Este problema, sobre a representacido da reta numérica foi levantado por Duval
(2012a, p. 106-109) para caracterizar o alto grau de ndo congruéncia semantica
entre a representa¢do dos reais na reta numérica e o conjunto dos reais.
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No conjunto dos racionais podemos diferenciar ainda os decimais
dos fracionarios, uma vez que as operagoes basicas e a relacdo de ordem tém
caracterfsticas cognitivas bem distintas em cada uma dessas formas de represen-
tacdo dos racionais.

A hipétese fundamental de aprendizagem trata principalmente da con-
versdo entre registros de células diferentes. Sdo, principalmente, as conversdes
entre registros das Células 11 e 12 que se tratam na aprendizagem em geometria.
Em Duval (2012b) encontramos discussio dessa situagdo. Na aprendizagem da
aritmética ou algebra, as conversOes se ddo principalmente entre registros das
Células 11 e 21; exemplo desta situacdo pode ser encontrada em Brandt (2005)
sobre a aprendizagem do sistema de numerac¢io quando trata do transito na lin-
gua natural e no modo algébrico.

Apresenta-se, a seguir, uma discussiao de ensino de esboco de curvas que
procura levar em conta a articulagio entre registros das Células 21 e 22.

A conversdo entre grafico e equacéo

Na aprendizagem do esboco de curvas no célculo, as conversoes aconte-
cem entre as Células 21 e 22; em Duval (2011a) encontramos uma abordagem
desse assunto para a reta no Ensino Fundamental e, em Moretti (2003), Moretti;
Ferraz e Ferreira (2008) e Moretti e Luiz (2010) a abordagem foi ampliada
para outras fun¢des (ou equagdes) e niveis de ensino. Os registros da Célula 11
poderdo também fazer parte do estudo da conversao entre equagdo e grafico a
partir de problemas e questdes como, por exemplo, aquele elaborado em Moretti
e Luiz (2010, p. 534) para o Ensino Superior com o uso de novas tecnologias.

Duval (2011a) lanca as ideias fundamentais para a atividade de conversao
entre equagao e grafico. Ele toma a reta para fundamentar a proposta de conver-
sdo que leva em conta a interpretacio global de propriedades fignrais. A operagio de
conversio na proposta de aprendizagem de registros semiéticos de Duval se da
nos dois sentidos: da equacio para o grafico e do grafico para a equagio.

Os elementos dos sistemas semioticos envolvidos, equagao e representa-
¢do cartesiana sao apresentados por Duval no quadro 2 a seguir:
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Quadro 2 - Valores e varidveis visuais para y = ax + b no plano cartesiano

Variaveis visuais Valores Unidades simbélicas correspondentes
Sentido da inclinacio |[ascendente coeficiente > 0 auséncia de sinal
descendente coeficiente < 0 presenca do sinal —

Angulo com os eixos

particio simétrica
angulo menor
angulo maior

coefic. variavel = 1
coefic. varidvel<
1coefic. variavel > 1

nao ha coefic. escrito
ha coefic. escrito
ha coefic. esctito

Posicio sobre o eixo

corta acima
corta abaixo

acresc. constante
subtrai-se constante

sinal +
sinal —

corta na origem | sem correcio auséncia de sinal

aditiva

Fonte: Duval (2011a, p. 101).

A leitura deste quadro mostra, nas duas primeiras colunas, variaveis que
podem ser percebidas quando se observa o grafico de uma reta no plano car-
tesiano. Nas duas dltimas colunas, é possivel constatar as mudancas correspon-
dentes nos coeficientes da equagdo da reta y = ax + b. Por exemplo, o sentido
ascendente (crescente) da reta é caracterizado por um coeficiente a > 0 sem a
presenca de sinal algum. Para o sentido descendente, o coeficiente a < 0 e hd a
presenca do sinal “-”. Percebemos, neste exemplo, que para efetuar a conversio
¢ necessario conhecer os elementos semidticas em cada sistema (grafico e equa-
¢a0) e referenciar entre eles estes elementos.

Tomando por base estas ideias de Duval, na conversdao entre equagio
e grifico, estendemos o caso da funcdo linear/afim para outras funcdes ou
equagoes.

No esbogo de curvas, o procedimento que mais se observa no Ensino Ba-
sico € o uso de uma tabela de pontos obtida por atribuicao de valores na expres-
sdo matematica da curva. (SILVA, 2008). Tomemos o exemplo para representar
a curva y = 2x* — 4x+6.

Figura 3 - Procedimento ponto a ponto para o exemplo y = 2x* — 4x+6

Y a
. y 12
- 12
0
6
4
2 6
-1 123 *x

Fonte: Os autores.
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Observa-se, no procedimento mostrado na figura 3, que cada par ordena-
do tem um ponto assinalado, e a curva pode ser tragada juntando estes pontos.
Ha muitos defeitos nesta situacdo: a curva passa a ser um aglomerado de alguns
pontos, o aluno perde de vista a percepgao global da curva. E importante lem-
brar que, antes mesmo de desenhar a curva no plano, ja se sabe que o esbogo é de
uma parabola, ou seja, ja se conhece a forma da curva. A conversio se da apenas
em um sentido, o sentido de um conjunto de pontos, que se imagina que seja
representativo, e a curva no plano cartesiano obtida pela juncio desses pontos.
Nao raro, no caso das parabolas, o vértice fica de fora desses pontos calculados,
e algum outro ponto ¢ for¢ado a se tornar o vértice. Isto pode acontecer no caso
em que a ordenada do vértice ndo ¢é inteira.

O sentido da conversio da forma simbélica para a grafica tem congruén-
cia semantica apenas para cada ponto: um ponto da tabela é congruente com um
ponto no grafico, mas diversos pontos da tabela nio tém congruéncia semantica
com a curva em sua forma global grafica: a parabola é um tracado continuo en-
quanto que a tabela, por maior que seja, mostra apenas certo nimero de pontos.
A conversio no outro sentido, da curva em sua forma grafica para a simbélica, é
altamente nio congruente.

No caso da conversdo entre equagio e grafico para as parabolas, ha na
forma algébrica trés coeficientes a serem confrontados e comparados com a pa-
rabola em sua forma grafica cartesiana. Diferentemente da maneira como Duval
(2011a) tratou as retas, o caso das parabolas precisa de outra abordagem, mas
que mantenha a ideia fundamental proposta por ele de interpretacao global.

A equagdo y = ax* + bx + ¢ (a # 0, b, ¢ constantes reais) representa um
conjunto de parabolas no plano cartesiano com eixo de simetria vertical. Estudar
as variagoes dos coeficientes a, b, ¢ se torna impraticavel tendo em vista as int-
meras possibilidades. No entanto, a parabola escrita na forma (y -y ) = a (x-x)*
tem o mesmo grafico de y = ax® s6 que o vértice de ¢ reposicionado em (x,, y,).
Este foi o caminho tragcado por Moretti (2003) para manter a ideia de interpreta-
¢do global de propriedades figurais no esbogo das parabolas.

O quadro 3 a seguir apresenta os elementos semidticos em cada um dos
sistemas grafico cartesiano ou algébrico.
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Quadro 3 - Registros destacados para a conversao de parabolas

Registros algébricos Registros graficos cartesianos
y=ax*+bx +c Paridbola com eixo de simetria vertical
a>0 Pardbola com concavidade voltada para cima
a<o0 Paridbola com concavidade voltada para baixo

y =ax?ou (y- 0) = a(x - 0)> | Parabola com vértice em (0, 0)

y-y)=ax-x) Paribola y = ax? ou (y - 0) = a(x - 0)*reposicionadas no
vértice (xv, yv)

Fonte: Os autores.

Tome-se o seguinte exemplo: as curvas y = 2x* — 4x+6 e y = 2x* possuem
a mesma forma, apenas o que muda sdo as suas posi¢cOes no plano cartesiano.
Para obter o grifico de y = 2x* — 4x+6 basta reposicionar o vértice da parabola
y = 2x*em (1, 4):

— translacio hotizontal a direita em uma unidade da curva y = 2x% o que
resulta algebricamente a equagio y = 2(x —1)%

— translagdo para cima em 4 unidades da curva de equacio y = 2(x —1)?
o que resulta finalmente (y —4) = 2(x —1)* ouy = 2x* — 4x+0.

Esquematicamente, tem-se o seguinte para o exemplo y = 2x* — 4x+6 ou
y—4) =2x 1)

Figura 4 - Esquema da representacio grifica de y = 2x*—4x + 6 ou (y —4) = 2(x —1)*

2
y=2x y=2(x-1)2 y—4=2(x—l)

i Translagdo horizontal Translagao vertical

a direita em 1 unidade para cima em 4 —mrmg 1 ,
VvV (0, 0) V(1,4

Fonte: Os autores.

No esquema da figura 4, observa-se que movimentos horizontais e verti-
cais efetuados na curva sio percebidos de forma simultanea nas representagdes
grafica e simbolica. Deste modo, constata-se que a conversio se da nos dois
sentidos, conforme apregoa Duval (1993, p. 51) em sua hip6tese de aprendizagem.

A curva ¢ tratada globalmente, e apenas um ponto se destaca: o vértice da
parabola, ponto importante da parabola e é nele que muitos problemas buscam
significados. Outros elementos constitutivos da parabola, como o foco e a reta
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diretriz, podem ser agregados ao esbo¢o da curva. Para o exemplo da parabola
y —4) = 2(x —1)% com os movimentos de translacdes, o foco F(0, 1/8) de
y = 2x* passa para F’(0 + 4,1/8 + 1) = F’(4, 9/8) que é o foco de (y —4) =
2(x —1)* e a reta diretrizy = -1/8 se tornay’ = -1/8 + 4 = 31/8.

Deste estudo ressalta que a parabola na forma da (y-y) = a (x - x)*
. s 1 . y
traz uma série de vantagens: além daquelas ja apontadas, pode-se destacar a
facilidade para o reconhecimento e calculo das raizes. Assim, por exemplo, é
facil ver que a pardbola (y —4) = 2(x —1)* ndo possui raizes reais por conta da
impossibilidade, no campo dos reais, da igualdade -4 = 2(x - 1)°. Além disso, as
raizes podem ser calculadas a partir dessa expressao.

O ensino da parabola pode ser intensificado para o caso das parabolas do
tipo y = ax? e as curvas que ndo estio na origem do sistema podem ser tratadas
pelo reposicionamento dos vértices ou pelos movimentos de translagoes. A si-
metria é um exemplo importante: parabolas do tipo y = ax® tém como eixo de
simetria a reta xv = 0, exatamente a reta vertical que passa pelo vértice da para-
bola. No Ensino Médio, a simetria pode ser explorada, por exemplo, no estudo
do movimento de queda livre dos corpos.

Genericamente, qualquer curva do tipo y = ax® + bx + ¢ pode ser coloca-
da na forma (y —y) = a(x —x )’sendo (x, y,) o vértice, e as conversdes podem
ser efetuadas por reposicionamento dos vértices ou por translacdes.

O mesmo procedimento feito para as pardbolas y = ax* + bx + ¢ pode ser
também empregado pata as parabolas do tipo ay” + by + x que possuem eixo de
simetria hotizontal. A partir do simples exemplo 2y* —4y + 6 = x ou 2(y —1)*
= (x—4) percebe-se esta possibilidade conforme mostrado na figura 5 a seguir:

Figura 5 - Esquema da representagio grifica de 2y* —4y + 6 = x

2 2 2
2y =x 2y =x-4 20y-1) =x-4
i Translagdo horizontal -~ i Translacdo vertical
a direita em 4 unidade para cima em 1 unidade g
V (0, 0) V (4 0) ¥ % 1)

Fonte: Os autores.

Para representar graficamente a pardbola 2y* —4y +6 = x ou 2(y —1)*=
(x—4) ou, tém-se os seguintes movimentos: translacio hotizontal de 2y* = x 2
direita em 4 unidades, o que resulta a parabola 2y* = x —4; em seguida, translagio
de 2y* = x —4 para cima em 1 unidade, o que da a pardbola 2 (y —1)* = (x —4).
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Genericamente as parabolas do tipo ay* + by + ¢ = x podem ser trans-
formadas em a(y —y )* = (x — x) sendo (x,y ) o vértice. Levando-se em conta
o dominio e contradominio definidos de forma conveniente, parte das funcoes
do tipo y = ax®+ bx + ¢ possui inversas cujas formas sio dadas por ay® + by +
¢ = x. Por exemplo, a fun¢io y:[0,4+00) —[1,+0),y = x* + lou (y — 1) = (x — 0)*
tem como inversa a funcdo g:[l,+%0) —>[0,+0), g’ +1=x<(g-0)’=x-1, ou
g=+/x—1. Como essas curvas sio inversas uma da outra, os seus graficos pos-
suem simetria axial em relagido a reta y = x.

Resumimos, no quadro 4 a seguir, os elementos que sdo destacados patra
a conversao entre parabolas.

Quadro 4 - Registros destacados para a conversio de parabolas

Registros algébricos Registros graficos cartesianos
ay? + by +c = x Pardbola com eixo de simetria hotizontal
a>0 Paribola com concavidade voltada a direita
a<0 Parabola com concavidade voltada a esquerda
ay’ = xoua(y - 0)* = (x - 0) Parabola com vértice em (0, 0)
a(y—y)y=x—x) Paribola ay* = x ou a (y - 0)*= (x - 0) reposicionada
no vértice (X, y,)

Fonte: Os autores.

Este modo de proceder para esbogar a parabola que parte da parabola
de mesma forma com vértice posicionado na origem do sistema permite que
modificagGes possam ser percebidas nos dois sentidos da conversdo e com isso
contribui para a percep¢io de interpretagdo global de que fala Duval (2011a).
No caso da fungio linear/afim y = ax + b, sdo os coeficientes a ¢ b que fazem
a relacdo com as retas no plano cartesiano. Para o caso das parabolas, conforme
mostrado no quadro 3 e quadro 4, os elementos importantes para manter a ideia
de conversio nos dois sentidos sdo: o sinal do coeficiente a da parabola (voltada
para cima, voltada para baixo, voltada a direita, voltada a esquerda); as coordena-
das dos vértices de y = ax’e y = ax’+ bx + ¢, para os casos das parabolas com
simetria vertical; as coordenadas dos vértices de ay”* = x e ay* + by +¢ = x para
os casos das pardbolas com simetria horizontal.

O estudo aqui feito para as parabolas com simetria horizontal ou vertical
pode também ser efetuado para outras fungdes elementares, como foi feito por
Silva (2008) para o caso das funcdes exponenciais, logaritmicas etrigonométricas
que tém, no Ensino Médio, uma primeira abordagem.

No ensino universitario, a possibilidade de procedimento de conversio
que permite acompanhar modificagbes simultineas entre os registros de
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representacdo simbolica e grifica é praticamente inexistente dada a variedade
e complexidade das fungdes que sdo estudadas. Neste caso, Moretti e Luiz
(2010) apresentam o esquema a seguit, que sintetiza o modo pensado para que
a conversao entre equagao e curva que mantenha a ideia preconizada por Duval
(2011a) de interpretacdo global de propriedades figurais seja concretizada:

Figura 6 - Esquema do procedimento informatico de interpretacdo global

1

Funcao
(representac@o simbolica)

Tratamentos do
calculo

Unidades basicas
simbdlicas

Unidades basicas
graficas

Modo
informatico

Funcado
(representagdo grafica)

Fonte: Moretti e Luiz (2010, p. 531).

Esse esquema mostra que a conversio direta no sentido da representagio
grafica para a representa¢ao simbolica nio é possivel para uma grande variedade
de equagdes que sao estudadas no Ensino Superior. O caminho encontrado por
Moretti e Luiz (2010) ¢ o da utiliza¢do de unidades basicas graficas que se rela-
cionam com unidades basicas simbodlicas (limite, derivada, assintotas, etc.) sem
chegar, de fato, a representagdo simbélica. A funcio em sua forma grafica per-
mite visualizar as unidades basicas graficas que podem ser relacionadas as unida-
des basicas simbolicas. Assim, para o exemplo a seguir, a unidade basica grafica
destacada na figura 7, de alguma funcdo em sua forma grafica, permite que se
suspeite que tal fung¢do y possua um minimo na vizinhanga de x: na figura 6 ¢
o caminho 4—3.

Figura 7 - Unidade basica grafica de um minimo

&g

Fonte: Moretti e Luiz (2010, p. 533).
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Tal suspeita deve ser confirmada pelos tratamentos do calculo na
fungdo em sua forma simbolica, ou seja, verificar, por exemplo, que y’x) = 0
e y’x,) > 0. Deste modo, as conversdes nos sentidos 1-—>4 e 4—>1 propostas
por Duval (2011a) se realizam, respectivamente, nas formas seguintes: 1-—>4 e
4—32¢1.

Conclusées

A aprendizagem matematica exige a operagido de conversdo e o reconhe-
cimento simultaneo dos elementos comuns nos sistemas semioticos considera-
dos. A operagio de tratamento é, portanto, exigida em cada um desses sistemas.
No caso da funcio linear/afim, y = ax + b, sdo os coeficientes a ¢ b que fazem
a relagdo com as varias posiges das retas no plano cartesiano. Para o caso das
parabolas, os elementos importantes para manter a ideia de conversao nos dois
sentidos sdo: o sinal do coeficiente “a”, que indica se a parabola esta voltada
para cima, para baixo, a direita ou a esquerda; e as coordenadas do vértice. O
estudo da conversio entre grafico e equagio pode ser completado com registros
da Célula 11 (registros discursivos e plurifuncionais) na forma de problemas e
questionamentos que podem explorar dedugbes possiveis, relagdes e significados
quanto a forma da curva, simetrias, etc. Ndo basta utilizar sistemas diferentes,
como o exemplo da pardbola na figura 3, sem que haja a coordenacido dos ele-
mentos semibticos em cada um dos sistemas mobilizados.

O ensino que se baseia em apenas uma das células, ou que, mesmo que
use registros de mais de uma célula, mas que nio o faz com coordenagio, ¢ o que
se pode chamar de ensino hermético: devota-se um tempo enorme ao ensino
das operacoes bésicas (registros da Célula 21) e, no entanto, o significado delas
¢ praticamente deixado de lado. Para tratar do significado das operagdes seria
necessario incluir, de forma coordenada, principalmente os registros da Célula
11. O ensino hermético também pode ser denominado mais especificamente de
algoritmizado quando permanece em registros semioticos monofuncionais da
Célula 22 ou, mais geralmente, da Célula 21. O ensino compartimentalizado ¢é
aquele em que subsistemas de uma mesma célula ndo sdo coordenados entre si e
menos ainda com registros de outras células. Sem esta coordenagido, o ensino se
torna hermético: este fechamento sobre si mesmo pode persistir mesmo em um
ensino que utiliza diferentes registros de representacio. A razio disso se deve ao
fato de que ndo ¢ simplesmente o uso de diferentes registros a condi¢ao neces-
saria para a compreensao matematica, mas a coordenacio entre eles. (DUVAL,
1993, p. 371-375).
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