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Resumo: Baseado em um veiculo mini baja equipado com sistema de suspensao do tipo duplo A, este trabalho
analisa o seu comportamento dinamico através de modelos simples. Foram determinadas as frequéncias naturais e
0s modos normais de um modelo com trés graus de liberdade, no qual foi possivel verificar as regides de
ressonancia. A resposta de um modelo de 1/8 de veiculo foi estudado considerando um obstéaculo caracteristico de
uma das provas que existem na competicdo promovida pela SAE, a qual esses veiculos participam.
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1. INTRODUCAO

A SAE - Society of Automobile Engineers, inicia no Brasil em 1994 a primeira competicédo de
baja que foi criada em 1976 na Universidade da Carolina do Sul, Estados Unidos. Desde entdo,
alunos de engenharia sdo desafiados a aplicarem os conceitos aprendidos para a fabricacao de
um miniveiculo do tipo off-road, passando pelas etapas de concepc¢do, projeto detalhado,
construcdo e testes, formando equipes que representem a Instituicdo de Ensino Superior
(PROGRAMA ESTUDANTIL BAJA SAE BRASIL, 2015).

A organizadora promove avaliacGes, que sdo pontuados em provas de categorias
estaticas e dindmicas (REGULAMENTO BAJA SAE BRASIL 9 (RBSB 9) - AVALIACAOE
PONTUACAO — EMENDA 3, 2013). Na avaliacdo estatica, sio julgados os projetos em trés
etapas: Inspecdo Técnica e de Seguranca para verificar se o veiculo satisfaz os requisitos
minimos de configuracdo e seguranca conforme RBSB 5 e 7, inspecdo do Motor, onde é
verificado se ndo houve alteragcdes na rotacdo e poténcia, e a Avaliagdo do Projeto, onde os
juizes analisam os relatorios, apresentacfes e a demonstracdo do projeto desde sua concepgao
até o veiculo montado. Ja na avaliacdo dinamica, as equipes submetem seus projetos a testes de
desempenho, como: aceleracdo, velocidade maxima, tracdo, suspension and traction, além do
Enduro de Resisténcia, que se tratar de uma corrida com duragéo de quatro horas, em um terreno
irregular e com diversos tipos de obstaculos.

E estabelecida a utilizagido de um Unico motor padronizado com 10HP e também a
construcdo do chassi tubular com material de 18% de carbono. As equipes iniciam seus projetos
com a mesma poténcia motora, porém, tém liberdade de encontrar, e ou, desenvolver materiais
gue demostrem propriedades mecanicas e estruturais iguais ou melhores que o pré-estabelecido
para ganharem vantagem em reducdo de peso e maior robustez. Além disso, o veiculo deve ter
uma bitola maxima de 1,62m e seu comprimento ndo deve ultrapassar 2,75m, com capacidade
de transportar uma pessoa de 1,90m de altura e massa de 113,5kg (RBSB 5).

O objetivo da competicéo € a construcao de um veiculo compacto, robusto, de baixo custo
e forte o suficiente para ultrapassar troncos de arvores, pedras, rampas, pista de calcario,
laminas d’agua e buracos.

1.1 A escolha do tipo de suspenséo

Entre os diversos tipos de sistemas de suspensdo dependente e independente, o sistema Duplo
A, visto na figura 1, é composto por duas bandejas, superior e inferior de comprimentos
diferentes. Essas bandejas podem ser configuradas em varios angulos em relacdo a vista
horizontal e lateral, além disso, as juntas esféricas que ligam as bandejas a manga de eixo
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permitem &ngulos em relacdo a vista de planta. Esta configuracdo é feita para obter
caracteristicas geomeétricas que possibilitam alcancar propriedades dinamicas desejaveis, tais
como: controle de altura e movimento do centro de rolagem, propriedades de alteracdo de
camber e caster em funcdo dos movimentos das rodas, e variacdo de movimento longitudinal,
permitindo o anti-dive (DIXON J. C, 2009). Por ter essa propriedade de permitir a regulagem
dos parametros, esse sistema é o mais indicado para competicdes de alto desempenho, porém,
é um dos mais complexos de ser projetado, justamente pela quantidade de pardmetros variaveis.

Figura 1 - Sistema de suspenséo Duplo A.

1.2 Geometria de Suspensao

Os modelos de suspensdo dos veiculos precisam satisfazer uma série de requisitos cujos
objetivos geram conflitos por causa das diferentes condigdes de operacfes (com carga/sem
carga, acelerando/parando, diferentes tipos de estrada e corrida em linha reta ou entrada/saida
de curvas) (REIMPELL, J.; STOLL, H.; BETZLER, J.W, 2001). Geometria de suspensdo sao
parametros de alinhamento que afetam o comportamento dinamico do veiculo. Esses
parametros sdo definidos estaticamente, porém, se alteram quando o veiculo estd em
movimento.

Os principais parametros de uma geometria de suspensdo conforme figura 2, sdo o
caster, que pode ser positivo, nulo ou negativo, auxiliando o retorno rapido das rodas a posicéo
de origem e fornece boa estabilidade direcional, o camber que também pode ser positivo, nulo
ou negativo, contribui para maior resisténcia de deslizamento do pneu com o solo, aumentando
a capacidade de aceleracdo em curvas, porém em excesso, causa um desgaste prematuro nos
pneus. O angulo de toe possui duas configurac@es: toe in (convergente) e toe out (divergente).
A configuracdo de toe afeta trés maiores desempenhos: estabilidade em linha reta, entrada de
curvas e desgastes dos pneus. O toe in, geralmente utilizado em veiculos com tracdo traseira,
aumenta a estabilidade direcional, porém torna a resposta da dire¢do lenta, enquanto o toe out,
geralmente utilizado em veiculos com tracdo dianteira, aumenta a resposta da direcdo, porém
deixa o veiculo mais instavel (JAZAR, Reza N, 2008).
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Figura 2 - Parametro de geometria de suspensdo camber, toe e caster (JAZAR, 2008)

A altura do centro de rolagem, figura 3, € um parametro importante na questdo de
instabilidade. Cada tipo de suspensdo tem seu método proprio para determinar a posicao do
centro de rolagem, mas, independente do tipo suspensdo, o centro de rolagem vai estar acima
do solo, abaixo do solo ou na mesma linha do solo, (figura 4) e, essa altura interfere na reacéo
das forcas laterais que podem ser aplicadas sem produzir o efeito de rolagem o que causa a
tendéncia de derrapagem e facilita o capotamento.
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Figura 3 - Centro de Rolagem (GILLESPIE, T.D, 1992).
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Figura 4 - Possiveis configuracdes de centro de rolagem para suspensao Duplo A.

Todas essas mudangas na geometria devem ser previstas em projeto (MILIKEN, W. F. &
MILIKEN, D. L, 1995), e as preocupacdes de dimensionamento s&o para garantir a melhor
absorcéo de impactos, estabilidade mantendo as rodas o maior tempo possivel em contato com
o solo, maior resisténcia de rolagem, manter as rodas em movimentos verticais e reagir as forgas
externas (GILLESPIE, T.D, 1992).
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1.3 Frequéncias Naturais e modos normais de vibracéo.

A frequéncia natural € uma caracteristica de um sistema mecanico correspondente a frequéncia
de vibracdo livre que ocorre ap6s uma perturbacgdo inicial, sem atuacdo de forcas externas no
sistema durante a vibracao.

Um sistema com n graus de liberdade, tera n frequéncias naturais (S. S. RAO, 2008). Para
a analise da suspensdo é importante conhecer quais sao esses valores de frequéncia, para poder
verificar em quais condic@es o sistema pode entrar em ressonancia. E importante se distanciar
da zona de ressonancia, pois sdo oscilacbes de amplitudes relativamente grandes que podem
afetar o conforto do piloto, prejudicar a estabilidade e dirigibilidade ou até mesmo causar danos
aos componentes da suspensao e das partes estruturais do veiculo.

Ja os modos normais de vibragdo estabelecem uma relacdo entre as amplitudes de
vibracéo de cada coordenada. Um sistema com n graus de liberdade apresenta n modos normais
de vibracgéo (S. S. RAO, 2008).

1.4 Objetivo

O objetivo deste trabalho é avaliar o comportamento dinamico de um veiculo mini baja montado
sobre um sistema de suspenséo do tipo duplo A, onde seréo avaliadas as frequéncias naturais e
0s modos normais de vibracdo do veiculo e a resposta do sistema quando submetido a um
obstéculo caracteristico da prova.

2. MODELO DO VEICULO COM TRES GRAUS DE LIBERDADE

A analise dinamica de um veiculo com suspensdo independente revela que o conjunto das rodas,
conhecido como massa ndo suspensa, apresenta uma frequéncia natural de vibragdo muito
superior quando comparada a vibragdo do corpo, conhecido como massa suspensa,
(BARBIERI, F. 2011).

Sendo assim, o efeito de vibracdo da roda é menor no comportamento dindmico do
veiculo quando este trafega em velocidades relativamente baixas como é tipico desta prova,
permanecendo longe da regido de ressonancia. Desta forma os graus de liberdade
correspondentes ao movimento das rodas foram desconsiderados, resultando num modelo de 3
graus de liberdade. A figura 5 representa o cockpit do veiculo com os graus de liberdade
correspondentes.

¢

Figura 5 — Cockpit com os graus de liberdade.
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Considerando 0s movimentos como:
Y — movimento vertical da carroceria;

© - PITCH (&ngulo de arfagem) € o movimento de giro da carroceria em torno do eixo
transversal;

® - ROLL (angulo de rolagem) é o movimento de giro da carroceria em torno do eixo axial;

Com andlise na figura anterior, a modelagem matematica é feita através da deducédo das
equacOes de Lagrange que descrevem o movimento do modelo mecénico.

A formulacdo de Lagrange (S. S. RAO, 2008), conforme equacdo (1.0), da mecéanica
classica definida como a energia cinética menos a energia potencial, serd a forma de modelagem
do sistema, que definird seu comportamento dindmico.

d (0K oK oD oV
it (5) 50 e 2 o
Onde:

K — Energia Cinética.

V — Energia Potencial.

D — Funcdo de Dissipacdo do Sistema.

f, — Forca Externa.

A equacdo de Lagrange definida em termos de coordenadas generalizadas
(91, 92,93, ---,q5), qQue € um conjunto de coordenadas utilizadas para descrever a configuracdo
de um sistema em relacdo a alguma referéncia.

- As frequéncias naturais sdo calculadas considerando o veiculo como um sistema com vibragéo
livre e ndo amortecido, entdo:

f 0 oD 0
= e —
' Og,
- Nesta aplicacdo a energia cinética (K) ndo é funcéo explicitamente da posicao, logo:
oK
— =

qr
Reescrevendo a equacéo (1.0), temos:

d <6K> v _ .
dt aQr aQr - (1-1)

Para facilitar o entendimento da aplicacdo do conceito de Lagrange, o veiculo sera
representado por um bloco rigido. Conforme figura 6, € possivel verificar que o sistema de
coordenadas é definido a partir do seu centro de gravidade.
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Figura 6 — Corpo rigido representando o modelo completo do veiculo com 3 graus de liberdade.

Nota-se que:

y — Deslocamento vertical da carroceria;

a; — Distancia do CG até a posicéao da suspensdo frontal;

a, — Distancia do CG até a posi¢do da suspensdo traseira;

b, — Largura da lateral do veiculo até o CG;

b,— Largura da lateral do veiculo até o CG;

m — Massa,

I, — Momento de inércia em relacdo ao eixo Xx;

I, — Momento de inércia em relacdo ao eixo z;

k¢ e k, — Constante elastica equivalente da suspenséo frontal e traseira;

O conjunto de suspensdo ¢ montado a um angulo a, conforme a figura 7, o que pode
variar de projeto para projeto. Esse angulo € levado em consideracdo para determinar a
constante elastica equivalente k., do sistema de suspensdo tanto frontal quanto traseiro,
portanto deve-se atentar a montagem do conjunto proposto, respeitando os angulos e as
distancias.
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Amortecedor Estrutura

a=47° I
Pneu ¥ A
=<
A\
Sy, o DBraco Superior

\Brago Inferior
~

11 = Distancia do ponto de fixagéo do
amortecedor em relacdo a estrutura.
I2 = Distancia do centro do pneu em
relacdo a estrutura

o = Angulo de inclinagdo de
montagem

Figura 7: Montagem do sistema de suspensdo dianteiro.

Segundo Jazar, a analise de um sistema equivalente, que armazena a mesma energia
potencial do sistema real, resulta em:

1

Keqm = Km (1—1 cos oc) z
z (1.2)

Onde k, € a constante elastica da mola, e 0 keqm € a constante elastica equivalente do conjunto

de suspensao considerando o dngulo a de inclinagdo da montagem.

Para determinar a constante elastica do sistema k.4, deve ser considerado a constante elastica
do pneu kj, € a kegm €Ncontrada anteriormente.

1 1 1

keq keqm kp (1.3

Com a identificacdo das forcas que agem no veiculo e através da resolucdo da equacao
(1.1) séo encontradas as seguintes equacdes do movimento:

Para'Y;
Y-[m]+y-[ke +ke, + ke, + ke, | +
¢ - [ke, by — kg, by — ke, by + ke by | + (1.4)
0 - [—kea; — kg,a; + ke az + ke, a5
Para O;
0 [Ix] +x- [~kea; —kea; — ke,a + ke,a,] +
¢ - [—kflalbl + kg, a;b; — ke ab, + kt4a2b1] + (1.5)
0 [kead +keat — keaj + ke, a3]
Para ¢;

(T) " [IZ] + X [kf1b1 - kfzbz - kb2 + kt4b1] +
¢ - [ke, b3 + k¢, b3 + ke, b + ke, b?] +
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(1.6)
6 - [k, bia; + kbya; — ke, bsa, + ke, byay]

Encontrado as equacgdes de movimento (1.4) — (1.6) que descrevem o sistema, serdo reescritas
na forma de matriz, conforme equacao a seguir:

[M]X + [K]x = 0 (1.7)
Assim, substituindo as equacdes (1.4) — (1.6) em (1.7):
m 0 0] [¥
0 Iz 0] ¢
0 0 Ix )
2(ke + ke) {(kf+ ko) (by —by)} {2(—kfa; + keaz)}
+ [{(ke+ k) (by —by)} {(ke + k) (b? +b3)} {(kfa; +keaz)(—by +by)}
{2(—kfa; + keaz)}  {(kra; + ktaz)(y—b1 +by)} {2(k¢af + kea3)}
o] -
0
Considerando b; = b,, temos:
m 0 0 y 2(ke + ky) {0} {2(—kea; +keaz)}
[0 I ol -]+ {0} {4kb?} {0} : [q)] =0
0 0 Ix 0 {2(—ksa; + keaz)} {0} {2(keaf + kea3)} (1.8)

Observa-se que a equacdo em ¢ é desacoplada das demais, dessa maneira temos que:

I, + 2(kf + k)b*d = 0 (L.9)

O que corresponde a equacao do oscilador harmdnico em 1 grau de liberdade, cuja frequéncia
de vibracéo é encontrada pela equacdo abaixo e seu resultado sera dado mais adiante:

2(ke + k)

(Dn¢, =D. I
z (2.0)

Neste caso, durante a vibracdo livre 0 movimento de rolagem é independente dos movimentos
vertical de arfagem (pitch) do veiculo.

Logo, o Sistema para os demais graus de liberdade pode ser escrito por:

[m [y] [ 2(ke + k) {2(=ksa; + ktaz)}] [y] _
{2(=ksa; +keay)}  {2(kaf +kea3)} |

As frequéncias naturais, € 0s modos normais sdo obtidos encontrando os autovalores e auto

vetores da matriz [A] = [m]-1 [K].

2.1)

(A] = a 0 [ 2ke+k)  {2(—kgay +kap))
0 11" [{2(=ksa; + keay)} {2(ksa? + kad)}

Ix (2.2)

Logo:
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2 2
(A] = o (ke + ky) E{(—kfal + keay)}

2 2 ) )
E{(_kfah + keay)} E{(kf% + kia3)}

As frequéncias naturais w; sdo dadas por w; = \/X onde A; sdo os autovalores de [A]
determinados pela equagao abaixo.

Det[[A] - AI] = 0 23)

Como exemplo, os dados do veiculo mini baja em projeto no CUFSA séo:

Tabela 1 - Tabela de dados do veiculo mini baja CUFSA

Parametros Descricdo Valor | Unidade
K Constante elastica da mola 7900 N/m
kp Constante elastica do pneu 133000 N/m

Constante elastica equivalente da suspensao
Keqm [Equacio (1.2)] 1465,69 N/m
Constante elastica equivalente do sistema
Keqt frontal, suspensdo e pneu. [Equacao (1.3)] 144971 N/m
Constante elastica equivalente do sistema
Keqt traseira, suspensdo e pneu. [Equacdo (1.3)] 2992,89 N/m
c Coeficiente de amortecimento 400 Ns/m
as Angulo de montagem do amortecedor frontal 47 °
Angulo de montagem do amortecedor o
ag . 35
traseiro
m Massa do veiculo 190 Kg
Iy Momento de inércia no eixo X 28 kg.m?
I, Momento de inércia no eixo Z 6,2 kg.m?
a Comprimento até a suspensdo frontal 1,145 m
a, Comprimento até a suspensao traseira 0,625 m
B Comprimento lateral do veiculo 0,4125 m
Distancia do ponto de fixacdo do
1; L X a 0,300 m
amortecedor dianteiro em relagéo a estrutura.
L Distancia do centro do pneu em relacdo a 0,475 m
estrutura
Distincia do ponto de fixacdo do
15 : X s 0,380 m
amortecedor traseiro em relagéo a estrutura.
L, DlstaNnc[a do centro do pneu traseiro em 0,500 m
relacdo a estrutura
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Substituindo os valores na equacao (2.2), temos:

46,76 2,22
[A] = [15,05 219,26

O que resulta nas frequéncias naturais:

w,y = 6,82 rad/s

~ 1,09 Hz

w,g = 14,81 rad/s

~2,37 Hz

A frequéncia natural em ¢ é encontrada pela a equacéo (2.0)
w34 = 15,62 rad/s

~2,50 Hz

E os modos normais u;, correspondentes as frequéncias naturais w; acima, sao encontrados com
a equacdo abaixo.

Substituindo pelos valores da tabela, temos que:
[46,76 2,22 1 1 [1 0 u11] -0
15,05 219,26 0 U] lupal ™
Resultando nos modos normais de vibragéo.
_ [0,01]
u; = 1
_ [—11,48]
U, = 1

Com os modos de vibragdo u, pertencendo a frequéncia natural w,y € u, pertencendo ao
w,g, encontramos amplitude relativa de coordenadas diferentes em cada um dos modos, assim
a velocidade do veiculo subindo gradativamente a primeira ressonancia ocorrerd em w;y =~ 1,09
Hz, onde a vibracdo em Y, movimento vertical sera mais aparente, a segunda ressonancia
ocorrera em w,g =~ 2,37 Hz, onde a vibragdo em [, movimento de pitch serd mais aparente e
por fim, para 0 movimento de roll, a ressonancia ocorrera proximo de wsg= 2,50 Hz.

2.1 Modelo otimizado

Um modelo simplificado de 1 grau de liberdade da suspenséo, conhecido como 1/8 do veiculo
(JAZAR, Reza N, 2008), pode ser aplicado para estimar a amplitude de vibragdo do veiculo
quando trafegando por uma pista com obstaculo, modelado por uma curva senoidal, conforme
a figura 8.
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Figura 7 - Obstaculo encontrado na competicdo e 0 modelo de % de veiculo entrando no obstaculo (JAZAR,

2008)
O formato da pista induz uma vibracdo forcada na suspensao, cuja frequéncia é dada por:
2TV
w=——=26,2rad/s
dy
~4,2 Hz (2.5)

A resposta do sistema apresenta uma amplitude:

ITC@W° _ o64m
Ja-r2+ 2?2 (2.6)

Sendo &, fator de amortecimento definido por:

km 2.7
E a razdo das amplitudes r:

(2.8)

Consecutivamente, é possivel determinar o quanto a massa desloca em relagdo ao plano
horizontal, conhecido como deslocamento absoluto G, € 0 quanto a massa desloca em relacéo
ao deslocamento da suspensao, conhecido com deslocamento relativo S,.

X
Go= —=032m

d, (2.9)
r2
s, =Y = 0,198 m
V(1= r?)? + (28r)? (3.0)
Tabela 2 - Caracteristicas do obstéculo
Pardmetros Descricao Valores Unidade
\Y Velocidade 8,33 m/s
d, Comprimento da onda 2 m
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d, Amplitude da onda 0,20 m
Y Amplitude de oscila¢do do obstaculo 0,20 m

Depois de determinar as frequéncias naturais, modos normais de vibragéo, frequéncia
externa do obstaculo, amplitude de vibracdo e deslocamento relativo, € possivel analisar a
eficiéncia do sistema adotado pelo Centro Universitario Fundacdo Santo Andre.

3. CONCLUSAO

Este trabalho é uma primeira abordagem na representacdo do comportamento dindmico de um
veiculo mini baja, através de modelagem matematica solucionada analiticamente e
numericamente.

Estudos dindmicos visando o conforto sdo normais em veiculos de passeio, neste artigo
o conforto ficou em segundo plano, o foco principal € o desempenho e robustez.

Os resultados numeéricos encontrados foram satisfatorios onde as frequéncias naturais
do corpo, em movimentos verticais, pitch e roll estdo entre 1 e 3 Hz por se tratar de um veiculo
off road, ao contrério dos carros de passeio que visam o conforto e suas frequéncias estdo em
torno de 1 Hz.

O sistema de suspensédo duplo A com utilizacdo de amortecedores hidraulicos com molas
helicoidais, o qual foi escolhido para a equipe FSA, além de demonstrar robustez, boas
regulagens dos pardmetros de geometria ainda iram fornecer um bom conforto ao piloto,
amortecendo as irregularidades da pista e reagindo as forcas externas transmitidas ao veiculo.
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