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Resumo: Um dos principais objetivos da Engenharia Estrutural é tornar os sistemas estruturais mais econémicos,
por meio da reducdo do seu peso e do consumo de materiais, sem, no entanto, diminuir sua seguranca e
durabilidade. Nessa area, pesquisas tém sido direcionadas no sentido de obtencéo de estruturas cada vez mais leves
e esheltas. A formacdo do mecanismo de colapso de uma estrutura esta, em geral, associada a ndo convergéncia
da solucéo do problema ndo linear proximo a um ponto limite. Com isso, a forca de colapso encontrada na solugédo
pode ser muito diferente da forca real de ruina da mesma. Uma metodologia eficiente de solugdo do problema
estrutural deve ser capaz de superar as dificuldades numéricas associadas ao comportamento néo linear, tragando
toda a trajetoria de equilibrio (caminhos priméarios e secundérios) do sistema estrutural em andlise, identificando
e passando por todos 0s pontos singulares ou criticos que possam existir. Nesse contexto, o objetivo deste artigo é
a implementacéo computacional e estudo de técnicas de continuacéo, por meio do Método dos Elementos Finitos,
aplicadas em problemas de estruturas com ndo linearidade fisica encontrados na literatura. No ciclo iterativo, a
matriz de rigidez é corrigida a partir de um procedimento baseado no método BFGS. Os resultados numéricos
mostram a eficiéncia e aplicabilidade das técnicas implementadas, e as trajetorias de equilibrio séo obtidas com
um menor nimero de iteragdes e tempo de processamento em comparagdo com o procedimento do tipo Newton -
Raphson.
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STRUCTURES NONLINEAR ANALYSIS WITH THE BFGS
METHOD ASSOCIATED TO PATH-FOLLOWING TECHNIQUES

Abstract: Making the most economical structural systems, by reducing the weight and material consumption
without, however, decrease its safety and durability, it has been one of the main objectives of Structural
Engineering. In this area, researches have been directed towards obtaining increasingly lighter and more slender
structures. The formation of a structure failure mechanism is, generally, associated with non-convergence of the
problem solution close to a critical point. Thus, the collapse force found in the solution can be very different from
the actual ruin force. An efficient methodology of solution should be able to overcome the numerical difficulties
associated with non-linear behavior, plotting the complete equilibrium path (primary and secondary paths) of the
structural system under analysis, by identifying and going through all singular or critical points that may exist. In
this context, the aim of this paper is the computational implementation and study path-following techniques, by
means of Finite Element Method, applied at structures problems with physical nonlinearity found in the literature.
In iterative loop, the stiffness matrix is corrected from a procedure based on the BFGS method. The numerical
results show the efficiency and applicability of the techniques implemented, and equilibrium path are obtained
with a smaller number of iterations and processing time compared with the Newton - Raphson method.

Keywords: Finite Element, path-following technique, BFGS, Mechanics Damage, Conjugate Gradient.

1. INTRODUCAO

Na analise estrutural muitos problemas estao caracterizados pelo comportamento inelastico dos
materiais (ndo linearidade fisica) que conformam as estruturas, identificando fenémenos tais
como plasticidade, dano, fraturamento, entre outros, os quais mudam substancialmente as
propriedades de rigidez do sistema. Um problema gerado pela inelasticidade dos materiais é a
ocorréncia de deformagdes localizadas no sistema. A consideragdo desse fendmeno aumenta a
complexidade da anélise, e pode levar a problemas na implementacdo numeérica, acontecendo
inclusive a interrupgé@o da analise por problemas de convergéncia ou mal - condicionamento
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numérico. Nesse contexto, a analise numérica de estruturas com caracteristicas inelasticas de
material requer técnicas de controle de iteracdo e forga que permitam avaliar as mudangas de
rigidez do sistema ocasionadas pelo comportamento nédo linear (MUNOZ; ROEHL, 2012).

A Mecanica do Dano Continuo (MDC) é uma ferramenta para a analise da deterioracao
do material em solidos submetidos a acdo de natureza mecanica ou térmica. Enquanto a
Mecénica da Fratura lida com as condic¢des de propagacdo de fissuras macroscopicas, a MDC
estuda o efeito de microfissuras distribuidas na resposta do material. Os modelos constitutivos
formulados pela aplicacdo dos conceitos dessa teoria permitem considerar as perdas de rigidez
e resisténcia, observadas em diferentes materiais, como resultado do processo evolutivo de
microfissuracdo. A MDC pretende descrever a evolucdo dos fendmenos dessas perdas que se
desenvolvem entre um estado inicial, relativo a uma situacdo de material integro, e um estado
final, correspondente a ruptura do elemento de volume. Para tanto, fundamenta-se nos
principios, e métodos, da mecéanica dos meios continuos e da termodinamica dos processos
irreversiveis (PROENCA, 1992).

As analises numéricas de modelos estruturais complexos - via Método dos Elementos
Finitos (MEF) - tém exigido a manipulacdo de grande quantidade de dados, que é intrinseco ao
método, bem como a procura da diminuicao do tempo de resposta para a resolucéo dos sistemas
de equacdes lineares gerados. O uso comum de métodos diretos se deu em virtude desses serem
bem adequados as aplicacdes no MEF, visto que séo estaveis, robustos e sabe-se, a priori, a
ordem e a quantidade de operacOes a serem realizadas. Entretanto, o desempenho desses
métodos é influenciado negativamente pelo aumento da dimenséo do problema e, em problemas
de dimensdo muito grande, sua computacdo € muito cara e, muitas vezes, impraticavel. Dessa
forma, a aplicacdo de métodos iterativos (como, por exemplo, 0 método dos Gradientes
Conjugados) - tém se destacado pela sua forma desacopladora de se resolver o sistema
(ALMEIDA; PAIVA, 1999).

Do exposto, este artigo tem por objetivo apresentar um procedimento de andlise de
estruturas com comportamento ndo linear baseado no método Quase - Newton do tipo BFGS
associado as seguintes técnicas de continuacao: Controle Direto de Deslocamento e Controle
de Deslocamento Generalizado. O comportamento material é descrito por um modelo
constitutivo fundamentado na Mecénica do Dano Continuo proposto por Manzoli (1998), com
a possibilidade de prever o comportamento diferenciado a tracdo e a compressao. SimulacGes
com o codigo computacional desenvolvido no software Matlab sdo efetuadas a partir de
problemas de estruturas (trelica, viga e portico), via Método dos Elementos Finitos, com nédo
linearidade fisica encontrados na literatura. Os sistemas de equacdes lineares gerados da
discretizacdo por elementos finitos, a cada iteragcdo no processo incremental, sdo solucionados
com o método do Gradiente Conjugado pré-condicionado. O desempenho dos algoritmos
implementados sdo avaliados com base nos parametros: numero total de incrementos de forca
(NP); numero total de iteragdes (l;); tempo de processamento; e deslocamento num ponto
especifico da estrutura. Os resultados numéricos mostram a eficiéncia e aplicabilidade do
procedimento implementado, sendo as trajetdrias de equilibrio obtidas com um menor nimero
de iteracdes e tempo de processamento, em comparacdo com os métodos de Newton - Raphson
padréo e modificado.

2. MODELO CONSTITUTIVO BASEADO NA MECANICA DO DANO

Para descrever o comportamento do material, utiliza-se um modelo baseado na Mecénica do
Dano Continuo proposto por Manzoli (1998). Para o caso de um elemento unidimensional
submetido a uma forga axial, a tenséo efetiva G € expressa por:
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6 = Eye. (@8]
O limite de dano inicial ro € uma propriedade do material e pode ser relacionado a tenséo
limite de proporcionalidade fo da seguinte forma:
f,
=B _0,
To 17, 2

onde B: € um pardmetro do modelo. Define-se a norma da tenséo efetiva t(c) por:

(@) = \E (3)

A partir das relac6es de Kuhn - Tucker, o limite de dano é dado pelo maximo valor da
variavel t durante o processo de carregamento, tal que:

r = max(ry, 7). 4

A partir das Egs. (1) e (3), T pode ser expresso em termos da deformacao € por:

1(e) = \/Ep & ®)
A variavel dano d é escrita em fun¢do do modulo H e do limite de dano r por:
r—ry
"Y1+ H) ©)

Variando-se a funcdo que descreve o médulo H, tem-se na Figura 1 em (a) o regime
elastodegradavel perfeito (perfeitamente plastico), em (b) o encruamento linear positivo
(endurecimento), em (c) o encruamento linear negativo (abrandamento), e em (d) o
abrandamento exponencial.

T Ta
H=0
H=0
H = constante H = constante
> »
€ €
(@) (b)
o o
A A
H=<0

H=exponencial
H = constante

» »
L »
€

(© @ .
Figura 1 — Comportamentos distintos de endurecimento/abrandamento.

Para o caso de um procedimento incremental, o dano d no passo de forca t+At pode ser
obtido a partir das deformagbes na barra (€), a cada iteragéo k, pelo algoritmo do modelo
constitutivo de dano diferenciado a tragdo e a compressdo apresentado na Figura 2. No
algoritmo, os limites de dano inicial roc e rot sdo referentes a compressdo e a tragéo,
respectivamente, e os modulos Hc e H; referem-se a compressao e a tracdo, respectivamente.
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Entrada: Ep. He. Ht. roc. Tor. gD
1) Calcular t™® = \/E, |s(k_1)|

2) See" >0 (tragdo)
Se (¥ > o
B 0
sendo
® = 1o

Fim

~ L4 _ Fot
Calcular d T arHy

R

Fim
3) Seg®D<p (compressio)

Fim

K

. S (L
Calcular d 0 (11 Hy)

Fim
4) See®V=0,d® = 0. Fim
5) Sed® >1,d® =1, Fim
6) Sed® < 0,d® = 0, Fim
Saida: d®
Figura 2 — Algoritmo para o modelo de dano diferenciado a tracdo e & compresséo.

3. METODO DE SOLUCAO

A equacdo que governa o equilibrio estatico de um sistema estrutural pode ser descrita pela
equacdo (MAXIMIANO, 2012):

g = AF, — Fi(u). ()
Sendo Fi o vetor de forgas internas (avaliado em fungédo do vetor de deslocamentos totais nos
pontos nodais da estrutura u), e A o parametro de forca responsavel pelo escalonamento do vetor

Fr, sendo este um vetor de referéncia e de magnitude arbitraria. A estimativa para o
deslocamento residual du é determinada pelo seguinte sistema:

Kéu = g. (8)

Sendo K a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural. Conforme Crisfield (1991),
o0s deslocamentos residuais sdo definidos como a soma de duas parcelas:

du = du, + 5Adu,. 9)
Sendo &A o parametro de forga que deve ser avaliado ao longo do ciclo iterativo, e dug e dur
obtidos pelos sistemas de equacdes, respectivamente:
Kdu, = g, (10)
Kdu, = F,. (11)

Os sistemas dados em (10) e (11), gerados a cada iteragdo no processo incremental pela
discretizacdo por Elementos Finitos, sdo solucionados pelo método dos Gradientes Conjugados
pré - condicionado. Os pardmetros incrementais de forca (A)L) e deslocamento (Au) no passo de
forga t+At e iteracdo k séo avaliados, respectivamente, por:

AN = ApK=D) 4 §3(), (12)
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Au® = Auk-D 4 §u®, (13)

Os parametros totais de forca (1) e de deslocamento (u) s&o atualizados por,
respectivamente:

W9 = D 4 53,09 (14)

u® = y&-1 4 §u®, (15)
A determinacdo do parametro de forca iterativo (31) € funcdo da estratégia de iteracdo
ou da equacdo de restricdo imposta adicionalmente ao problema ndo linear. O problema
estrutural dado pela Eq. (8) é avaliado de forma incremental e iterativo, ou seja, para uma

sequéncia de incrementos do pardmetro de forca (A®)) é determinada uma sequéncia de
incrementos de deslocamentos nodais (u®).

3.1 Procedimento de solugdo baseado no método BFGS

Nos métodos Quase - Newton, a sequéncia u® é estabelecida por meio da expressdo
(CRISFIELD, 1991):

u® = g0 4 g0, (16)
Sendo s® a solucéo do sistema de equagGes dado por:

A matriz de rigidez K é atualizada a cada iteracdo, e € imposta a condi¢do de que tal
matriz satisfaca a seguinte equacao:

KO (u® — gD) = gu® — yk-D), (18)

A escolha da estratégia na obtencdo da matriz de rigidez define o método Quase -
Newton ou método Secante. No método BFGS a matriz de rigidez K& é determinada pela
equacao:

K® = K& 4 AGk-1) (19)
Sendo a matriz A® dada por:

y®y®T g5 600 K (1)

AK (20)

y®Ts®  g0TREDg®

onde y® = gu®) — g(u®-1). O algoritmo para a determinacéo do vetor de deslocamento
total u no passo de forca t+At e iteracdo k é apresentado na Figura 3.

3.2 Métodos de Continuagéo

A metodologia para a solucdo de problemas estruturais ndo lineares deve ser capaz de tragar a
trajetdria de equilibrio completa, identificando e passando por todos 0s pontos criticos. Para tal,
utiliza-se um processo incremental-iterativo que consiste de duas etapas (ROCHA, 2000):

1. A partir da ltima configuragdo de equilibrio da estrutura, seleciona-se um incremento
de forca (definido como pardmetro de forca inicial - 8A(), procurando satisfazer alguma
equacdo de restricdo imposta ao problema. Apos a selecdo desse parametro, determina-se o
incremento inicial de deslocamentos nodais Su'V; e
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2. Na segunda etapa de solucéo, procura-se por meio de uma estratégia de continuacao
corrigir a solugdo incremental inicialmente proposta na etapa anterior, com o objetivo de
restaurar o equilibrio da estrutura. Se as iteracdes envolverem deslocamentos nodais (u) e o
parametro de forca (1), entdo uma equacao adicional de restricdo é requerida. O formato dessa
equacdo € o que distingue as Vérias estratégias de iteracao.

1) Para a primeira iteracdo (k = 1):
Calcular a matriz de rigidez K
Caleular du,? = (K?)!' F,
Calcular o parametro de forca incremental inicial
5 I;,_[1)
Calcular 5u ¥ = 5;. 7 ou, ®
2) Para as proximas iteragdes (k= 2,
Atualizar a matriz de rigidez K' B = K“‘ o
Calcular o vetor de forca interna F.(u“‘ by
Calcular o vetor g‘k'l] = }*\G"D]Fr - Fi(uu"n}
Calcular ﬁug{k) = (K“k")'l (1)
Calcular u,™ = (Ku‘))'1 F.
Calcular o parametro de forca incremental 5.
calcular 5u® = u,® + 5.% §u,®
3) Atualizar u® = uﬁ"” +su®
4) Atualizar Au® = Au®Y + su®
5) Calcular o vetor de forca interna F(u
6) Calcular U‘k} = A a"'UFr - Fi(u(k)}
7) Atualizar # B &0 L5 ®
8) Se(g® | >¢
Calcular }Jk} - g(k—ll B gtk}
Calcular A®
Retornar ao passo 2)
Sendo
Retornar ao passo 1) ou parar o processo
incremental.
Fim

+ A®D

{I;))

Figura 3 — Algoritmo para o procedimento incremental e iterativo baseado no método BFGS.

Nas analises ndo lineares efetuadas neste trabalho sdo consideradas as seguintes
estratégias de incremento de forca e controle de iteracdo (técnicas de continuacédo): controle
Direto de Deslocamento (CDD); e controle de Deslocamento Generalizado (CDG). Na Tabela
1 sdo apresentadas as equacOes para a avaliacio do parametro de forca inicial (5A%Y) e do
parametro para a correcdo da solucdo incremental inicial (51.%9), para cada um dos métodos de
continuacao.

Ha possibilidade de que o incremento de deslocamento tenda ao infinito em pontos
préximos a um ponto limite da trajetéria de equilibrio. Para evitar que isso ocorra, limitou-se
este deslocamento a um valor méaximo. Para todos os métodos foi considerada a seguinte
condicdo quanto ao incremento de deslocamento: se ||du®)|| > Umax, entdo:

(k) _Umiax (k
ou ”8 W] ou (21)

Para 0 método CDD, o sinal de A ¢ avaliado da seguinte forma: se ‘Au” Au® < 0,

entédo:
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Au® = - Au(l)’ (22)
ALD = - AL, (23)

Tabela 1 - Pardmetros de forca 500 e 511,

Método k=1 k=2,3,...
P P (8u,"),
CDD - b = — )
T 1 )
du, M 8u, M (8u, )j
1., WT L g to . To (k)
Su Su du,. Su
coG aP=t— 5 0=
18111.(1) Sur(k) taur Sur(k)

Assim, assegura-se que a trajetoria de equilibrio seré percorrida corretamente mesmo se
houver uma reverséo do deslocamento.

O sinal de 8. para 0 método CDG ¢é determinado em funcéo do parametro de rigidez
GSP dado por:

1(Sur(l)T 18u, ™
GSP = . (24)

. T
Su, d8u,

Esse parametro torna-se negativo proximo a pontos limites. Dessa maneira, se GSP < 0,
entdo AW = - 51, Uma estratégia adaptativa é a determinagio automatica da variagdo do
parametro de forca inicial (SA™M), que consiste em, ao final de cada passo da anélise, monitorar
0 nmero de iteracdes para a convergéncia (Nit) da técnica iterativa e compara-lo a um valor
otimo (Not). Por meio dessa monitoracéo, o parametro de forca inicial é determinado da seguinte
forma (RAMM, 1981; CRISFIELD, 1991):

s\ = % 51D J1GSP]. (25)

it

4. METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS PRE-CONDICIONADO

Uma forma de melhorar a eficiéncia e a robustez dos métodos iterativos para a solugdo de
sistemas de equacBes lineares consiste em utilizar pré - condicionadores. Um pré -
condicionador M valido para o0 Método do Gradiente Conjugado deve ser simétrico definido
positivo. Atendida essa condi¢cdo, pode-se escrever uma versdo pré - condicionada desse
método, conforme o algoritmo apresentado na Figura 4 (COELHO et al., 2010).

Neste trabalho, utiliza-se o pré-condicionador de Jacobi, também chamado de pré -
condicionador Diagonal, o qual é composto pelos elementos da diagonal principal da matriz K
(NOGUEIRA, 2011):

Kij' sei :]

M;j = {0, sei #j’ (0)
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wy=g-Ku

= M?! Wy

Po=Zo

Enquanto |ju.; - uyl| > Tol faca
w;Tz;
pi"Kp;

U =W T O Py

Wi =w;t o, Kp;

Ziq = M7 Wiy

T
Wir1 Zia

_ 1
Bl wiTzi
- Pin=Zia +Pip
Fim

QG

Figura 4 — Algoritmo do método do Gradiente Conjugado pré - condicionado.

5. SIMULACOES NUMERICAS

Nesta secdo sdo apresentados os resultados numeéricos de problemas de estruturas com néo
linearidade fisica encontrados na literatura, com o intuito de comparar os métodos de solucao.
Em todas as andlises estruturais, considerou-se para a verificacdo da convergéncia a cada
iteracdo k a tolerancia ¢ igual a 107°. O peso proprio das estruturas é negligenciado nas analises.
Na montagem da matriz de rigidez e do vetor de forca interna elementares utilizou-se dois
pontos de Gauss (Quadratura Gaussiana).

5.1 Simulagéo 1 - Trelica

Na Figura 5a é mostrada uma estrutura de trelica plana com duas forcas concentradas P
aplicadas simetricamente. Esse problema foi analisado por Gutiérrez (2014). O material que
constitui as barras apresenta comportamento elastico idealmente plastico. Para 0 modelo de
dano sdo considerados os seguintes parametros: EoA = 10° kN, fo = 65,0 kPa (diagonais), fo =
61,1 kPa (demais barras), H = 0 e By = 1. Nas simulagdes, supbs-se o incremento de forca AP
= 2,5 kN. Como variavel de controle no método CDD, adotou-se o deslocamento vertical no n6
5 (j = 10). Os parametros para os métodos de continuacfo sdo: 6AM =25 Not =5, As=25e
Umax = 0,025.

Na Figura 5b sdo apresentadas as trajetdrias de equilibrio obtidas com os métodos
BFGS-CDG e BFGS-CDD, comparando-as com a obtida por Gutierrez (2014). Os resultados
numeéricos (NP, I, tempo de processamento e deslocamento vertical no n6 5) das simulagdes
efetuadas com os métodos numéricos implementados sdo apresentados na Tabela 2. Observa-
se, nessa tabela, que o método BFGS associado as técnicas CDD e CDG obteve 0 menor tempo
de processamento (tempo de CPU) em contraste com 0s esquemas iterativos de NR e NRM.
Deve-se ressaltar que ndo estdo contabilizados no tempo a geragdo da malha (pré-
processamento) e a visualizagdo dos resultados (pos-processamento).

No método BFGS, a matriz de rigidez K é determinada segundo o MEF somente no
inicio do passo de forca (k = 1), sendo atualizada nas demais iteracbes com a determinagéo da
matriz A conforme as Egs. (19) e (20). No método de NRM a matriz K é determinada no
inicio de cada passo de forca (como no método BFGS) sendo mantida invariavel durante o ciclo
iterativo; j& no método de NR, a matriz de rigidez K é avaliada segundo o MEF em cada
iteracdo. Apesar do nimero total de iteracGes obtido com o método de NRM ser superior aos
demais, 0 mesmo obteve um melhor desempenho computacional se comparado ao método de
NR, uma vez que a iteracdo do NRM é menos custosa do que a do NR. No entanto, os sistemas
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de equacdes lineares gerados a cada iteracao precisam ser resolvidos em um ndmero maior de
vezes durante a analise com o0 método NRM.

| : :
sm @,25 J : ; —5— Gutiérrez (2014)
| N ' : ——BFGS-CDG |
2 3 7 Y J : : —p— BFGS-COD
Q i '
=

8x5=40m

(@) Trelica plana

0.05 0.1 0.15 02 0.25
Deslocamento (m)

(b) Trajetérias de equilibric

Figura 5 — (a) Modelo estrutural da trelica plana; e (b) Trajetorias de equilibrio.

Tabela 2 - Resultados numéricos.
Método de solugdo NP It Tempo de processamento (s) Deslocamento (m)

NR-CDG 58 1129 3,410574 -0,201964576014773
NRM-CDG 58 1197 2,326601 -0,201688952803414
BFGS-CDG 29 121 0,616429 -0,203593952070447

NR-CDD 23 404 1,247428 -0,204312540250865
NRM-CDD 23 473 0,977268 -0,204312540250880
BFGS-CDD 23 108 0,570834 -0,204312540250735

5.2 Simulagéo 2 - Viga

Considere o problema da viga biengastada, estudado por Lourenco (1999), de comprimento L
= 5,0 m e secdo transversal retangular (0,3 x 0,6) m?, cujo material é o aco macio com o
comportamento elastico idealmente plastico. A viga esta sujeita a uma forgca concentrada
vertical P aplicada no meio véo, conforme o modelo estrutural mostrado na Figura 6a. Para o
modelo de dano, consideram-se 0s seguintes parametros: Eo = 200,0 GPa, fo = 300,0 MPa, H =
0 e By =1. A secdo transversal da viga é dividida em 70 camadas de mesma espessura, sendo o
maodulo de rigidez a flexdo equivalente determinado conforme o trabalho de Souza (2013). A
viga é discretizada por 20 elementos finitos de portico com dois nos e trés graus de liberdade/no.
Os parametros para 0s métodos de continuagio adotados sdo: *5AY = 2,0, Not = 5, As = 0,002 e
umax = 0,1. Como variavel de controle no método CDD, adotou-se o deslocamento vertical no
centro do véo.

Na Figura 6b aparecem as curvas numéricas, deslocamento vertical maximo versus forca
P (trajetdrias de equilibrio), para os métodos BFGS-CDG e BFGS-CDD, sendo obtidas com o
incremento de forga AP = 1,0 MN. Os resultados numéricos (NP, It, tempo de processamento e
deslocamento vertical maximo) sdo apresentados na Tabela 3. Vé-se, nessa tabela, o bom
desempenho do método BFGS, em comparacdo com o de NR e NRM, independentemente da
estratégia de continuacdo adotada, alcancando o final das simulagdes com um namero total de
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iteracOes e tempo de processamento inferiores. O método de NRM apresentou o tempo de
processamento menor do que o de NR, mesmo levando mais iteracfes até a convergéncia.
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Figura 6 — (a) Modelo estrutural da viga biengastada; e (b) Trajetdrias de equilibrio.

Tabela 3 - Resultados numéricos.
Método de solugdo NP It Tempo de processamento (s) Deslocamento (m)

NR-CDG 44 4071 120,089625 -0,018209484326139
NRM-CDG 44 4260 67,599323 -0,018010800561263
BFGS-CDG 17 250 7,724399 -0,018330871986234

NR-CDD 30 1953 58,219739 -0,018121589263744
NRM-CDD 30 2078 33,453376 -0,018121589263744
BFGS-CDD 30 318 10,146010 -0,018121589263743

5.3 Simulacéo 3 - Portico

Considere o problema de um portico, estudado por Lourengo (1999), de um andar com 6,0 m
de largura e 3,0 m de altura e sujeito as forcas concentradas P1 e P2, segundo o desenho
esquematico apresentado na Figura 7a. A viga do pértico tem secdo transversal retangular (0,3
x 0,4) m? e os pilares secdo transversal quadrada (0,3 x 0,3) m2. O material que constitui os
elementos estruturais apresenta comportamento elastico idealmente plastico. As secbes
transversais dos elementos estruturais foram divididas em 20 camadas de mesma espessura
conforme a metodologia apresentada por Souza (2013).

Na discretizacdo por elementos finitos foram utilizados 16 elementos de portico, sendo
guatro elementos para cada pilar e oito para a viga. Os seguintes parametros para o modelo de
dano sdo: Eo = 200,0 GPa, fo = 200,0 MPa, H = 0 e B; = 1. Nas simulagdes, adotaram-se 0s
incrementos de forga AP1 = 100,0 kN e AP2 = 150,0 kN, e como critério de parada |[u®|/|[|Au®]|
< . Como variavel de controle para 0 método CDD, escolheu-se o deslocamento horizontal no
n6 5 (j = 13). Os parametros para os métodos de continuacio adotados sdo: *6AM = 3,2, Not =
5, As = 0,01 e umax = 0,5. As trajetorias de equilibrio (deslocamento horizontal n6 5 versus fator
de forca ) sdo apresentadas na Figura 7b. Observa-se, na Tabela 4, o melhor desempenho do
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método BFGS associado as técnicas de continuacdo em comparagdo com os métodos de NR e
NRM, quanto ao nimero total de iteracfes e ao tempo de processamento.
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Figura 7 — (a) Modelo estrutural da viga biengastada (Portico); e (b) Trajetérias de equilibrio.

Tabela 4 - Resultados numéricos.
Método de solugdo NP It Tempo de processamento (s) Deslocamento (m)

NR-CDG 24 1349 28,505312 0,037563533726730
NRM-CDG 24 1424 17,061298 0,037051727308594
BFGS-CDG 13 173 4,107543 0,037535667523526

NR-CDD 15 591 12,844869 0,037532623842189
NRM-CDD 15 670 8,027204 0,037532635514706
BFGS-CDD 15 168 3,978216 0,037413760703856

6. CONCLUSOES

O cadigo computacional desenvolvido com o auxilio do software Matlab mostrou-se eficiente
devido a simplicidade de implementacdo e ao razodvel desempenho nos exemplos numéricos
estudados, demonstrando, assim, potencialidade na sua aplicacdo em analises ndo lineares de
estruturas planas. A partir dos resultados obtidos, observa-se um melhor desempenho
computacional nas simulacdes com o procedimento incremental e iterativo baseado no método
BFGS, quanto ao numero total de iteracBes até o fim da simulacdo e ao tempo de
processamento.

O custo computacional para a resolucao dos sistemas de equacdes lineares gerados da
discretizacdo pelo MEF a cada iteracdo costuma ser, em geral, o mais dispendioso durante o
processo. Consequentemente, com a reducdo significativa de iteragbes até a convergéncia
obtida com o método BFGS, o tempo de processamento para se obter a resposta da analise
estrutural diminui. Além disso, essa redu¢do diminui 0 nimero de atualizagdes da matriz de
rigidez e do vetor de forca interna durante o processo incremental e iterativo. Apesar das
simulagdes com o metodo de NRM terem apresentado um numero total de iteragdes maior nas
analises, 0 mesmo apresentou melhores resultados (quanto ao tempo de processamento) em
comparacdo com os de NR. Esse fato se deve ao custo computacional da iteracdo do método de
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NRM ser menor do que a de NR, uma vez que naquele a matriz de rigidez é atualizada somente
no inicio do passo de forga corrente.

Deve-se atentar para as caracteristicas peculiares de cada estratégia de continuacéo, visto
que uma pode demandar maior tempo de processamento em relacdo a outra. Destaca-se a
necessidade da utilizacdo de um método de solucdo associado a uma técnica de continuacdo
para a solugdo de problemas com néo linearidade fisica, quando se tem pontos limites (pontos
criticos) na trajetoria de equilibrio.

O pré-condicionador é uma matriz que transforma um sistema de equacdes lineares em
outro com propriedades mais favoraveis para a solucdo iterativa. A técnica de pré-
condicionamento € utilizada para melhorar as propriedades espectrais da matriz K, e/ou, no
caso da matriz ser Simétrica Definida Positiva (SDP), agrupar os autovalores proximo a um.
Para 0 método do Gradiente Conjugado optou-se pelo pré - condicionador matriz Diagonal,
construido com as entradas da diagonal principal da matriz de rigidez, por ser de facil
implementacdo e de baixo custo computacional. Estudos com outros pré - condicionadores
encontrados na literatura podem ser realizados, todavia a construcdo do pré-condicionador pode
ser muito cara. Dessa maneira, uma implementacdo cuidadosa deve ser feita a fim de se obter
resultados numéricos competitivos tanto em relacdo a velocidade quanto a robustez.

Como sugestdo de pesquisa futura, pode-se empregar outros métodos para a solugdo do
problema estrutural num esquema incremental e iterativo, como por exemplo: os métodos de
Potra e Ptak, do Ponto-Médio, de Chun e de Quase - Newton do tipo Broyden. Além disso,
sugere-se a implementacdo de algoritmos que permitam efetuar ciclos de carregamento e
descarregamento e adequar o codigo implementado para estudos em analise dinamica.
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