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Resumo: Este trabalho propde avaliar a influéncia do nimero de lotes nos valores dos estimadores de Rank para
determinag@o do Parametro de Forma () e do Parametro de Escala (0) na Distribuicdo de Weibull, quando se
emprega o0 Método Gréfico de Probabilidade, do nimero considerando-se o Parametro de Localizagao (8) como
nulo. Foram utilizados valores ndo censurados (completos) de Tensdo de Ruptura obtidas de quatro lotes, sendo
trés de 30 amostras de uma argila vermelha e um segundo de 40 amostras de uma pastilha de revestimento
comercial. Sub-lotes aleatorios foram criados para se avaliar o impacto do tamanho da amostra nestas
estimativas. Utilizando-se o Método de Estimagdo da Maxima Verossimilhanca (EMV) como referéncia em
comparacdo ao Método Grafico de Probabilidade, verifica-se que para estes sub-lotes foram encontradas
diferengas significativas no valor do B e pouca diferenca no valor do 0.
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BATCH SIZE INFLUENCE AGAINST RANK FACTOR FOR
WEIBULL DISTRIBUTION SHAPE PARAMETER

Abstract: This study aims to assess the influence of size samples within Rank Estimators for getting Shape
Parameter (B) and Scale Parameter (6) as well at Weibull Distribution when Probability Plotting Method has
been applied considering Location Parameter (3) equal to zero. It has been used complete data (not censored) of
Fracture Test results from 04 sizes, being three of them 30 samples from red ceramic and the last one composed
by 40 samples from commercial covering tiles. Randomly smaller samples sizes had been prepared aiming to
assess what the impact of sample size is within such estimations. By using EMV as pattern to have Probability
Plotting assessment focusing Rank Distribution Function it is clear to conclude some important differences
among these new smaller sample sizes regarded to shape parameter . By the other hand, it was found not too
much impact at scale parameter 6 behavior.

Keywords: Batch, Weibull, Rank, Parameters.

1. INTRODUCAO

O Modelo ou Distribuicdo de Weibull, que foi ja conhecido como Fisher-Tippet Il dos
Menores Valores ou Terceira Assintdtica dos Menores Valores Extremos (KAPUR &
LAMBERSON, 1977), tem sido em recentes anos, utilizado em grande nimero de trabalhos
cientificos para a determinacdo de vida util ou previsdes nas areas aeroespacial, automotiva,
geracdo elétrica, médica e dentaria, eletrdnica e em diversas outras. Em aplicacdes praticas,
pode ser empregado como um modelo e ferramenta recomendada para determinar o potencial
da energia eodlica (ROCHA et al, 2012), analisar os dados de campo ou de ensaios para
analises de confiabilidade com objetivo de determinar as fases de falhas prematuras
(mortalidade infantil), a fase de falhas casuais ou aleatorias (taxa de falhas constante) e a fase
por falhas por desgaste (LAFRAIA, 2001). Possui boa aderéncia ao controle de processos que
envolvam falhas de materiais ou pecas ao longo do tempo (DODSON, 2006). Sendo assim, é
uma oOtima ferramenta para a determinacdo de vida Util, descrevendo uma propriedade de
materiais frageis, o0 Médulo de Weibull (CARVALHO, 2007).
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Este trabalho propde a analise dos efeitos do tamanho da amostra frente aos estimadores
de parametros da fungdo cumulativa de distribuicdo (FCD) de Weibull quando se usa o
Método Gréafico de Probabilidade. Diversos autores, tais como Skinner et al (2001); Al-
Fawzan (2000); Kirtay & Dispinar (2012) apresentaram trabalhos com uso de varios métodos
ndo parametricos, ja que a Distribuicdo de Weibull € uma funcao assimétrica de estimacdo da
FCD. Yahaya et al (2012) compilam diversos estudos. Dodson (2006) reforca que os mais
comuns destes métodos sdo o Grafico de Probabilidade, Méaxima Verossimilhanca,
Estimadores de Momento e Estimadores Lineares. Além disto, o estudo tratard das
particularidades dos estimadores obtidos através do Meétodo Grafico, utilizados em
comparacdo com o Método de Maxima Verossimilhanca, apontado por Dodson (2006) como
sendo o de melhor acuracia, tendo seus valores obtidos através de software estatistico
freeware, ja que € de dificil operacdo e diversas interacdes numéricas sdo necessarias (Rocha
et al, 2012).

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Distribuicdo de Weibull
Wallodi Weibul (1887-1979), engenheiro originario da area aeronautica, contribuiu

bastante para a difusdo do conhecimento de confiabilidade, previsdo vida futura e
comportamento de materiais. Agraciado com duas Medalhas de Ouro (1972 e 1988) pela
ASME (American Society of Mechanical Engineers) devido a contribuicdo a Engenharia e a
Estatistica. A Distribui¢cdo de Weibull for inicialmente publicada em 1951 em “A Statistical
Distribution Function of Wide Applicability” (DODSON, 2006), embora tenha sido
identificado pela primeira vez por Fréchet em 1927 e aplicado pela primeira vez por Rosin &
Rammler em 1933 para descrever a distribuicdo do tamanho de particulas (SOUZA et al,
2011)

Dodson (2006) estabelece funcdes de interesse para o uso das Func¢des de Weibull, dentre
elas:

1) A Funcéo Densidade de Probabilidade (fdp) -> f(x).

2) A Funcéo Distribuicdo Cumulativa (cdf) -> F(x)

3) A Funcdo Confiabilidade -> R(x)

a) Funcédo Densidade de Probabilidade (FDP) — Probability Density Function (PDF):
Descreve a forma da distribuicdo em funcéo de um histograma. Possui duas condigdes basicas
requeridas:

a) f(x) >0 paratodo x (tempo).

b) Areasob a curva f(x) = 1.

Assim:
Para Distribui¢des Continuas

0
[ reodx=1 1)

an —1 (2)

n
A funcéo densidade de probabilidade de Weibull é definida por Dodson (2006) como:

x— &5\
f) = ‘“%f}“e{‘(ﬂ } 3)

Para Distribui¢6es Discretas:
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Onde:
B é o pardmetro de forma (também conhecido como Mddulo de Weibull e inclinagdo da
Distribuicdo de Weibull) cujo efeito na FDP ¢é visto na Figura 01.
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Figura 1: Efeito do Pardmetro de Escala na Fun¢do de Densidade de Probabilidade (FDP).
Fonte: http://www.engineeredsoftware.com/nasa/reliabil.htm

Valor de B igual a:

a) 1: Equivalente a Distribuicdo Exponencial.

b) 2: Equivalente a Distribuicdo de Rayleigh.

c) Entre 1 e 3,6: Aproxima da LogNormal.

d) Entre 3 e 4: Aproxima da Distribuicdo Normal (3.6 é a melhor estimagéo, compensando a
assimetria existente.

e) 5: Aproxima de um Distribuicdo Normal de Pico (desvio padréo tende a zero).

0 é o parametro de escala. E também conhecido como vida caracteristica, ou seja, valor de
tempo em que 63,2% das falhas ocorrem se o parametro de localizacdo for igual a zero. Se o
pardmetro de localizacdo for diferente de zero, este devera ser adicionado ao parametro de
escala para que esta mesma regra seja aceita. Determina a escala propriamente dita da funcéo,
conforme explicitado na Figura 02.

0 ¢ o pardmetro de localizagdo (Considerando que x ¢ maior ou igual a o). Em uma
Distribuicdo de Weibull de 02 parametros (6 = 0), 6 ¢ a vida minima da populagao. Em caso
de 0 # zero, novas consideracdes deverdo ser feitas, as quais se encontram claramente
explicitadas em Dodson (2006).

b) Funcéo de Distribuicdo Cumulativa - FDC (Cumulative Distribution Function - CDF): E a
area sob a linha da Funcdo de Densidade de Probabilidade, representando a probabilidade de
sobrevivéncia de x sendo menor do que o valor de P(X < x).

Para Distribui¢des Continuas: P > 0
P(a<X<b)= [} f(x)dx (4)

Para Distribui¢des Discretas: P > 0

¢) Funcdo de Confiabilidade - FC (Reliability Function - RF): E a probabilidade de
sobrevivéncia do sistema, sendo o complemento da Func¢éo de Distribuicdo Cumulativa F(x) e
através da Funcéo de Densidade de Probabilidade:

R0)=1-F(x) =1~ [ f(a)do = [ f(a)d(0) (5)

= B(t= )P e{-(t'TS)B} it

RG) = [722 (6)
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2.2 Métodos de Estimacdo de Parametros

Dodson (2006) apresenta cinco métodos de estimagdo de parametros: Método Gréfico
(Probability Plotting), Método de Risco (Harzard Plotting); Método de Méaxima
Verossemelhanga (Maximum Likelihood Estimation - EMV), Método dos Momentos Lineares
(Linear Estimation) e Método de Estimacdo dos Momentos (Moment Estimation). Em geral,
todos possuem vantagens e limitades de utilizagdo. Ao mesmo tempo, recomenda 0 uso do
Método Grafico ou Método de Risco para a melhor verificacdo da qualidade da linearizacéo
proposta para a Distribuicdo de Weibull. Por outro lado, recomenda o EMV para ou o
Método de Estimadores Lineares para a estimacdo de parametros e limites de confianca
correspondentes, reforcando que o EMV é o método mais acurado para a estimacdo de
parametros e possui, em geral, propriedades muito boas (BUSSAB e MORETTIN, 2006),
contudo torna-se um método de dificil utilizacdo sem o suporte da informatica.

2.2.1 Método de Estimadores de Maxima Verossimilhanca - EMV (Maximum
Likelihood):

O principio, demonstrado por Fischer em 1912 e 1922, adota que este método
determina o valor do pardmetro desconhecido que maximiza a probabilidade de obter a
amostra particular observada, ou seja, o valor que torna aquela amostra mais provavel de
ocorrer (BUSSAB & MORETTIN, 2006).

Para a estimacao de B pelo EMV, existe a necessidade de que os dois lados da equagao
abaixo sejam iguais:

ro Ine-6) _ Yi,(xi-8)Fln (x;-8) (8)
D N L

Os estimadores ndo podem ser pontuais, ou seja, ndo podem ser especificados por um
unico valor, ja que ndo se permite julgar a magnitude do erro que se comete: dai a necessidade
de que sejam delimitados Intervalos de Confianga, baseados na Distribuicdo Amostral do
estimador pontual (BUSSAB e MORETTIN, 2006). Um coeficiente de confianca indica onde
uma certa quantidade percentual dos estimadores seriam encontrados dentro de um dado
intervalo delimitado entre um valor limite superior e um valor limite inferior.

Carvalho (2007) estabelece a necessidade de determinacdo dos intervalos de confianga
para os parametros de forma e de escala para que se saiba o qudo precisas foram estes
resultados. Descreve a existéncia de dois métodos mais utilizados para a determinacao de f.

2.2.2 Metodo Grafico de Probabilidade (Probability Plotting Position).

Para a estimacdo dos parametros, o Método Gréafico de Probabilidade torna-se uma
ferramenta de bastante 0til, sendo utilizado na representacdo da Funcdo de Distribuicdo
Cumulativa da distribuicdo dada (YAHAYA et al, 2012), apesar de ndo ser tdo acurado como
outros métodos (DODSON, 2006). Para construgdo do Método Gréfico de Probabilidade é
necessario que a Fungdo de Distribuicdo Cumulativa de Weibull abaixo apresentada tenha
uma forma mais palatavel de trabalho:

x-8 B
F(x)=1—e[(9>] (12)
Assim, com um rearranjo da equacgéo (12), tem-se:
-]
1-F(x)=el \° (13)
Aplicando-se logaritmo em ambos os termos da equacdo (13), temos como resultado:
x-8 B
Imn(1-F(x))=In (e[ ( o ) ] ) tem-se: In(1—F(x))=1In I— (%6)[;] (14)
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Aplicando-se, novamente, logaritmo em ambos os termos da equacdo (14), tem-se
como resultado:

ln[ln (= (x))] = Bln(x-8)-pInd (15)

Para o caso particular de que S e & constantes, se § = 0, teremos uma reta e, caso 6 # 0,
resultard em uma curva (LAFRAIA, 2001).

Utilizando o papel de plotagem de Weibull, escala log-log nas ordenadas
conjuntamente com uma transformacéo para (1/(1-F(x))) de forma que se coloca diretamente
F(x), a probabilidade de falha, contra (x-&) como abscissa. Assim, 0 método grafico €é utilizado para
estimar beta (a inclinacdo da curva), 0 (escala da curva) e ¢ para o periodo de garantia
(localizacdo da curva).

O Método Grafico de Probabilidade, com o apoio da Analise de Regressdo Linear
Simples, pode ser utilizado para a linearizagdo definitiva da Fungdo de Distribuicdo
Cumulativa de Weibull.

Considerando a equacéo geral da reta como:
Y=AX+B (16)

Relacionando com a equacdo (16) teremos:
1 _ .
In [ In (1_F (x))] = apresenta-se como o variavel dependente ().

B = responsavel pela inclinacdo da reta (A)
In (x- &) = como a variavel independente (X).
-B In6 = como intercepto do eixo das ordenadas (B).

Para o calculo do Parametro de Escala 6, temos a expressdo obtida anteriormente que
-B In6 = B Assim:

B
0= e(_E) (17)
Onde:
B € o valor onde a linha de tendéncia corta 0 eixo e esta representado na equagdo da reta
obtida para cada sub-lote
B é o valor do pardmetro de forma de Weibull obtido na equacéo da reta.

2.2.3 Distribuicéo de Rank.

Antes do inicio do processo de determinacdo dos parametros, uma estimacdo da
influéncia da posicdo do valor em relacdo a probabilidade de falha. Assim, dada uma
sequéncia ordenada de dados X1, Xa,..., Xn CUjo nUmMero total de amostras é n e tem uma fungéo
de distribuicdo cumulativa F(x), onde x € um valor continuo, deseja-se determinar os valores
dos estimadores F (x1), F(x2),...,F(Xn). A expressao para o Rank é:

i

Wa — n-i+1 i (18)

l
Fia2m-i+02i ¥ 75507

Onde:

W, = 100 (1- a)% limite de confian¢a ndo paramétrico (o = 0,5 para o rank mediano)

i = ordem da falha.

n = ndmero total da amostra.

Fovive: Valor critico da distribuicdo F (Fischer-Snedecor), com dois graus de liberdade.
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O valor medio é usado porque a média € normalmente assumida como sendo o valor
representativo de toda a distribuicdo. Porém, em distribuicdes muito distorcidas, como é o
caso das distribuicdes de Rank, a mediana descreve melhor a amostra (DODSON, 2006). As
distribuicbes em rank sdo normalmente assimétricas da direita para a esquerda, quando se
inicia a analise do menor para o maior valor. Assim sendo a probabilidade de que um valor da
amostra caia abaixo da média é maior para os primeiros membros ordenados (do menor para o
maior) do que para os Ultimos (maiores valores). Isto implica em que se 0 Rank Médio esta
sendo usado, o Rank designado para as primeiras observacoes seréo, provavelmente, grandes
demais, com mudancas sucessivas no valor do erro para os termos intermediarios. Quando
uma linha reta ¢ usada para descrever (através de “best fit”) estes dados estudados usando
Rank Médio, a linha sofrera rotacdo no sentido horario e sua inclinagdo serd menor, indicando
valores muito menores do que os reais para os fatores estudados. Desta forma, existe uma
tendéncia para se usar 0 Rank Mediano neste método.

O mais comum estimador é o rank mediano. E utilizado para obter a probabilidade de
falha F(x) para um certo dado ordenado, ou seja, € o valor que esta mesma probabilidade de
falha deveria ter na j-ésima ordenacdo (ordem da amostra) em um numero total de amostras
testadas n, com intervalo de confianga de 50% (LINO, 2008).

Rank Mediano é um estimador ndo paramétrico da Funcdo Cumulativa de Distribuicdo
baseado em falhas ordenadas. Dodson (2006) apresenta dois modelos numéricos para o
calculo do Rank:

Rank Médio > (x;) = ﬁ (19)
Rank Mediano = (x)) = :1 ;zi (20)

Existem outras propostas para o Rank Mediano. Askeland & Phulé (2005) apresentam
duas possiveis estimativas sugeridas por White (White 1 e White 2).

Rank Mediano W1 > F(x) = L7 (21)
Rank Mediano W2 > F(x;) = =22 (22)

n

Dodson (2006) também apresenta os estimadores de Kaplan-Meir, onde Q; = 0 para as
observagOes que foram censuradas e Q; = 1 para aquelas que ndo. Onde I" ¢ a funcdo Gama,
tabulada em textos estatisticos. Além destas propostas, ver Yahaya et al (2012) que
acrescentam outros metodos.

(-n+i+1) @
{ I'(-n+1) }
_ Qj
()

F(xi) = (23)

2.3 Tipos de Amostras

DODSON (2006) estabelece quatro tipo principais de amostras coletadas através de
testes em geral: completas, unicensuradas, multi-censuradas e dados agrupados. Amostras
completas ou ndo censuradas sao aquelas em que os resultados dos testes sdo obtidos sem que
nenhum dos componentes seja retirado ou excluido antes do final do teste. Unicensuradas séo
aqueles dados obtidos quando somente uma Unica condicdo-limite é definida como critério
para um teste. Multi-censuradas, quando duas ou mais condi¢Ges-limites sdo necessarias.
Dados Agrupados sdo aqueles obtidos quando o tempo exato de falha ndo é conhecido, mas o
numero de falhas dentro de um intervalo de tempo € conhecido e coletado.
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3. MATERIAIS E METODOS

3.1 Materiais

Para a determinacdo de propriedades de materiais para o relacionamento com a
Distribuicdo de Weibull, foram selecionados dois tipos de materiais: ceramica vermelha
(MC1, MC2 e MC3) e pastilhas de revestimento industriais (MC4), cujos dados foram
extraidos de Freire (2007), conforme Tabelas 1 e 2.

Tabela 1 — Valor da Tenséo de Ruptura dos Lotes MC1, MC2 e MC3.

TRup (Mpa TRup (Mpa TRup (Mpa
Amostra MC1 MC2 MC3 Amostra MC1 MC2 MC3 Amostra MC1 MC2 MC3
1 42.3 39.1 40 11 38.6 35.7 429 21 37.7 43.5 41.9
2 37.3 33 43.3 12 375 34.3 46.2 22 39.1 37.3 37.1
3 40.3 375 39.6 13 38.6 35 41.2 23 37.7 35.1 42.4
4 39.3 34.7 40.2 14 38.2 37.4 42.2 24 38.3 28.1 44.5
5 36.9 375 41.4 15 42.8 40.4 40.8 25 36.6 33.9 45.9
6 39.1 39.6 42.6 16 42 42.1 40.3 26 394 305 38.1
7 43.5 31.1 42.2 17 37.5 45.8 46 27 41.6 37.6 42.1
8 383 40.2 40 18 413 46.7 36.5 28 43.2 38 38
9 41.1 33.8 38.9 19 37.8 36.3 42.6 29 38.7 37.9 40.2
10 34.9 39.6 39.6 20 37.6 38.7 36.2 30 37.3 41.4 43.9

Tabela 2 — Valor da Tensdo de Ruptura dos Lotes com Pastilhas (MC4).

Amostra | TRup (MPa) | Amostra | TRup (MPa) | Amostra | TRup (MPa) | Amostra | TRup (MPa) | Amostra | TRup (MPa)
1 658.11 9 508.16 17 552.66 25 571.26 33 457.26
2 391.5 10 516.4 18 439.26 26 337.48 34 524.61
3 466.81 11 476.62 19 432.63 27 438.73 35 464.2
4 527.81 12 515.86 20 512.48 28 486.73 36 480.41
5 466.8 13 465.9 21 438.52 29 402.41 37 413.76
6 330.35 14 532.16 22 483.66 30 509.53 38 508.26
7 475.55 15 559.30 23 421.52 31 392.55 39 439.04
8 561.51 16 345.52 24 473.44 32 482.33 40 496.39

Este autor apresenta valores de TensGes de Ruptura para trés lotes de materiais
ceramicos, obtidos em ensaios de flexdo de 4 pontos. Estes valores serdo adotados para o
presente estudo, sendo denominados de MC1, MC2 e MC3 para cada lote apresentado.

Garcia et al (2000) estabelecem que, em ensaios de flexdo consiste na aplicacdo de
uma certa carga P no centro de um corpo de prova especifico apoiado em dois pontos. Esta
carga parte de um valor inicial igual a zero e aumenta lentamente até a ruptura do corpo de
prova. No ensaio a 4 pontos, que consiste com a aplicacdo de carga em dois pontos
equidistantes sob dois apoios, existindo quatro pontos de carga, o estado de tensdes previsto
na formulacéo é do tipo abaixo apresentado, conforme ASTM E855-90:

Flex _ 3Pmax@
O4p ™ = "z (24)

Onde:

P,.ax = carga aplicada.

a = distancia entre o suporte e o0 ponto de crga mais proximo.
W = espessura do corpo.

h = altura do corpo.

No caso das Pastilhas de Revestimento, fabricante Portobello, foram adquiridas na
Cidade de Campos (RJ). Suas dimensbes foram consideradas uniformes para todo o lote
(145.29 x 45.36 x 6.73mm), conforme as normas ISO 13.006 e NBR 13.818. Para
determinacdo dos valores de Tensdo de Ruptura foram utilizados ensaios de flexdo de 3
pontos, onde a aplicacdo de carga no centro da distancia entre trés apoios, tendo o estado de
tensdes com secdo retangular previsto na formulacao € do tipo abaixo apresentado:
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Flex _ 3PmaxL
05 = (25)

Onde:

P4, = carga aplicada.

L = comprimento do corpo
W = espessura do corpo.

h = altura do corpo

3.2 Método

De posse dos valores de Tensdo de Ruptura (MC1, MC2, MC3 e MC4), foram feitas
analises dos resultados com o uso software estatistico e o Microsoft Excel. As andlises foram
feitas lote por lote do seguinte modo: Em primeiro lugar cada lote (MC1, MC2, MC3 e MC4)
foi dividido em sub-lotes, multiplos de 05, e agrupados em ordem crescente, com
respectivamente 5, 10, 15, 20, 25 e 30 amostras para MC1, MC2 e MC3 e também 35 e 40
amostras para MC4. Estes sub-lotes foram analisados individualmente no software RelRig32,
onde foram obtidos os valores dos fatores de Weibul pelo Estimador de Maxima
Verossimilhanga, com intervalo de confianga de 90%.

Utilizando-se o Excel, calculou-se os valores dos estimadores de rank pelos Métodos
do Rank Médio, Rank Mediano, White 1, White 2 e Kaplan-Meier, utilizando-se da expressdo
(1) para elaborar um grafico de plotagem de pontos em relacdo as tensdes de ruptura para
cada lote. Tragou-se uma linha de tendéncia para estes pontos para identificar cada estimador,
obtém-se a equacio da reta com melhor R?, que representa a analise de variancia ou eficiéncia
do método (ROCHA, 2012), ou seja, mais proximo de 1 melhor seré a estimativa.

A partir dos valores acima listados, foram gerados outros sub-lotes contendo 5, 10, 15,
20, 25 e 30 amostras para MC1, MC2 e MC3 e para MC4: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 e 40
amostras. O método consistiu em se listar os valores na ordem em que foram obtidos. Depois,
de baixo para cima, ir progressivamente eliminando as quantidades necessarias para que 0S
novos lotes fossem gerados. Entdo, estes lotes foram analisados como se fossem novos lotes,
independentes entre si.

Como passo seguinte, j4 com o valor do fator de forma () na equacdo, obtém-se 0
valor do fator de escala (0) através da expressdo (9), ou seja, os médulos de Weibull para cada
estimador de Rank. Considera-se o valor de 6 = 0, admitindo-se ndo existirem gradientes de
temperatura durante o processo de fabricacdo ou estocagem que gerassem tensdes residuais
existentes. Com os valores de (B) e (0) em maos, realizou-se a comparagdo entre os obtidos
pelo EMV e aqueles obtidos através das DistribuicGes de Rank. A andlise se completou com a
ajuda dos erros quadratico e percentual calculados.

3.2.1 Software de Anélise:

Para levantamento dos parametros da distribuicdo de Weibull através do
Método de Estimacdo de Verossimilhanga, serd utilizado o Software Relrig 32, versdo 4.8,
desenvolvido por Engineered Software, Inc. Além deste, foi também utilizado o software
Microsoft Office Excel.

3.2.2 Medic¢ao do Erro (g)

A medicdo dos erros dos Estimadores de Parametros em relacdo ao EMV para a
determinacdo do melhor estimador é feito através de dois tipos de critérios: o Erro Médio
Quadratico (RMSE: Root Mean Squared Error) e o Erro Percentual. Busca-se, assim, uma
melhor comparacgdo dos valores obtidos pelos métodos numéricos dos Estimadores de Rank
(ER) em relacdo ao método de Maxima Verossimilhanca (EMV), para a analise do
comportamento do Modulo de Weibull (B) e do Pardmetro de Escala (0), j& que se deseja
quantificar a diferenca entre os valores obtidos por meios de dado modelo de Rank e os
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valores tidos como referéncia (EMV). Quanto mais préximo de zero for o valor obtido pelas
equacdes (26) e (27), menor é a incerteza do Estimador de Rank frente ao valor tido ideal pelo
EMV.

Yahaya et al (2012) estabelecem a seguinte expressdo para Erro Médio Quadratico
(RMSE: Root Mean Squared Error):

o= \/%Zli\,:l(yEMV — yEst )2

(26)

Onde:
N é o numero de sub-lotes estudados;
y=MY é 0 valor do médulo de Weibull de um determinado lote para EMV e

y=*' é 0 valor do mddulo de Weibull de um determinado lote.

Carvalho (2007) estabelece a seguinte expressdo para Erro Percentual:
x 100

Ymaior—Ymenor

e = (27)

Ymaior

Onde:

maior 4

y " € o valor do B ou 6 de um determinado lote para EMV;

menor 4

y é 0 valor do mddulo de B ou 6 de um determinado lote.

4 Resultados e Discussoes

4.1 Influéncia dos Estimadores de Rank no Valor do Fator de Forma (p).

As Tabelas e Graficos seguir apresentam os valores de S obtidos empregando-se o
método grafico de probabilidade e cada um dos modelos de Rank apresentados neste trabalho
em relagdo aos sub-lotes de MC1, MC2, MC3 e MC4. Na mesma tabela os nomes dos
estimadores estédo abreviados como Rm para Rank Médio, RM para Rank Mediano, W1 para
Whitel, W2 para White2, KM para Kaplan-Meier e EMV para Maxima Verossimilhanca.

Tabela 3: Valores de B ¢ € pelo Método Grafico, empregando-se as diversas expressdes para 0 Rank no lote de
Amostras MC1 e MC2.

N B (Rm) B (RM) B(W1) B (W2) B (KM) B (EMV)
MC1 MC2 MC1 MC2 MC1 MC2 MC1 MC2 MC1 MC2 MC1 MC2
5 15.13 12.63 17.60 14.79 18.39 15.49 19.94 16.87 19.13 12.89 | 2057 | 2057
10 | 14.90 10.86 16.57 12.01 17.01 12.44 18.01 13.00 16.58 10.89 17.44 15.29
15 | 1787 12.97 19.43 14.09 19.9 14.43 20.81 15.00 | 21.02 13.31 17.83 15.63
20 [ 17.90 10.13 19.16 10.84 1954 | 11.06 20.25 11.46 19.18 11.33 18.29 9.63
25 | 19.54 9.38 20.74 9.98 211 10.16 21.78 10.16 | 21.22 10.07 18.68 9.16
30 | 2046 10.62 21.55 11.24 | 21.87 11.42 22.48 11.42 | 20.81 10.76 18.55 9.46
Tabela 4 : Valores do Coeficiente de Eficiéncia do Método (R?) para o Lote MC1 para aceitacdo do Parametro
de Forma.
Lote R? (Rm) R? (RM) R? (W1) R? (W2) R? (KM)
5 0.9253 0.9128 0.9084 0.8991 0.9062
10 0.9807 0.9773 0.9758 0.9722 0.9878
15 0.8989 0.8962 0.8949 0.8921 0.9249
20 0.9057 0.8987 0.8963 0.8911 0.9083
25 0.8584 0.8532 0.8514 0.8474 0.8657
30 0.8583 0.8498 0.8469 0.8409 0.8655

Tabela 5 : Valores do Coeficiente de Eficiéncia do Método (R?) para o Lote MC2 para aceitacdo do Parametro

de Forma.
R? (Rm) | R? (RM) | R? (W1) | R (W2) | R? (KM) | R? (Rm)
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5 0.9524 0.9531 0.953 0.9522 0.9173
10 0.9557 0.9515 0.9497 0.9454 0.9566
15 0.971 0.9654 0.9633 0.9584 0.9716
20 0.9272 0.9206 0.9182 0.9128 0.9483
25 0.9549 0.9546 0.9542 0.9529 0.9658
30 0.9851 0.9849 0.9843 0.9826 0.9868
25 25
20 @
20 A ©
© -
E g 15 -+
15 S— 10
10 ' ' ' ' ' i 5 .10.15.20.25.30.
5 10 15 20 25 30
Numero de Amostras MC1 Numero de Amostras MC2
~—— B (Rm) —&— B (RM) —— B (W1) ~—— B (Rm) —&— B (RM) B (W1)
—%—B(W2) —%—B(KM) —&— B(EMV) —%— B (W2) —%—B(KM) —&— B (EMV)

Gréficos 01 e 02: Valores de B pelos diversos Métodos de Estimadores, frente ao tamanho do lote, para MC1 e

MC2.

Tabela 6: Valores de B e € obtidos pelo Método Graéfico, frente ao tamanho do lote, empregando-se as diversas

expressdes para 0 Rank no lote de Amostras MC3 e MC4.

N B Rm) B RM) pWD) p(W2) p (KM) P (EMV)
MC3 MC4 MC3 MC4 MC3 MC4 MC3 MC4 MC3 MC4 MC3 MC4
5 22.90 4.40 25.4 5.21 26.52 5.38 28.73 5.83 24.5 6.42 28.83 5.80
10 26.59 5.13 28.27 5.73 29.1 5.92 30.67 6.29 29.13 5.76 29.37 6.28
15 21.58 6.33 23.35 6.94 23.88 7.13 24.89 7.49 25.1 6.99 20.03 7.36
20 16.96 6.48 18.21 6.97 18.59 7.12 19.30 7.4 18.43 7.01 17.00 7.15
25 16.63 7.1 17.66 7.56 17.97 7.71 18.54 7.97 17.39 7.68 16.88 7.35
30 17.97 7.32 18.94 7.74 19.22 7.86 19.75 8.01 18.22 7.41 16.88 7.15
35 NA 7.79 NA 8.25 NA 8.39 NA 8.64 NA 7.82 NA 7.36
40 NA 8.20 NA 8.70 NA 8.84 NA 9.1 NA 8.25 NA 7.59

Tabela 7 : Valores do Coeficiente de Eficiéncia do Método (R?) para o Lote de Amostras MC3 para aceitago do
Par&metro de Forma Obtido.

Lote R? (Rm) R? (RM) R? (W1) R? (W2) R? (KM)
5 0.7981 0.7843 0.7797 0.7701 0.7646
10 0.8573 0.8433 0.8385 0.8287 0.8442
15 0.8393 0.8284 0.8246 0.8167 0.9121
20 0.9341 0.9326 0.9316 0.9291 0.9416
25 0.9581 0.953 0.9509 0.946 0.9614
30 0.9645 0.9561 0.953 0.946 0.9674
Tabela 8 : Valores do Coeficiente de Eficiéncia do Método (R?) para o Lote MC4 para aceitacdo do Parametro
de Forma.
Lote R? (Rm) R? (RM) R? (W1) R? (W2) R? (KM)
5 0.8983 0.8352 0.894 0.89.14 0.9194
10 0.9481 0.954 0.9561 0.9596 0.9318
15 0.9157 0.928 0.9315 0.968 0.9007
20 0.9577 0.9614 0.962 0.9625 0.9557
25 0.9663 0.969 0.9694 0.9694 0.9734
30 0.9767 0.9745 0.9732 0.9698 0.976
35 0.9738 0.9715 0.9701 0.9665 0.9737
40 0.9734 0.9714 0.9701 0.9665 0.9731
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Graficos 03 e 04: Valores de B, frente ao tamanho do lote, pelos diversos Métodos de Estimadores para MC3 e
MC4.

4.2 Erros Percentuais e Médios Quadraticos.
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Graficos 05 e 06: Erros Percentuais do valor de B em relagéo os valores obtidos pelo EMV para MC1 e MC2.
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Gréficos 07 e 08: Erros Percentuais do valor de p em relagéo os valores obtidos pelo EMV para MC3 e MC4.

Tabela 9: Erros Quadraticos de B, frente ao tamanho do lote, a partir da Formula (8) dos Estimadores de Rank
em relacdo ao EMV.

MC1 MC2

N Rm RM Wi W2 KM Rm RM Wi W2 KM

5 2.9594 0.8821 0.4752 0.0397 0.2074 6.3044 3.3408 2.5806 1.3690 5.8982
10 0.3226 0.0378 0.0092 0.0162 0.0370 0.9812 0.5379 0.4061 0.2622 0.9680
15 0.0001 0.0853 0.1428 0.2960 0.3392 0.2359 0.0791 0.0480 0.0132 0.1794
20 0.0038 0.0189 0.0391 0.0960 0.0198 0.0063 0.0366 0.0511 0.0837 0.0722
25 0.0148 0.0849 0.1171 0.1922 0.1290 0.0010 0.0134 0.0200 0.0200 0.0166
30 0.0608 0.1500 0.1837 0.2574 0.0851 0.0224 0.0528 0.0640 0.0640 0.0282
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Tabela 10: Erros Quadraticos de B, frente ao tamanho do lote, a partir da Formula (8) dos Estimadores de Rank
em relacdo ao EMV.

MC 3 MC4

N Rm RM w1 W2 KM Rm RM w1 W2 KM

5 3.5165 1.1765 0.5336 0.0010 1.8749 0.1960 0.0348 0.0176 0.0001 0.0384
10 0.3864 0.0605 0.0036 0.0845 0.0029 0.0661 0.0151 0.0065 0.0000 0.0135
15 0.0801 0.3674 0.4941 0.7873 0.8568 0.0354 0.0059 0.0018 0.0006 0.0046
20 0.0000 0.0366 0.0632 0.1323 0.0511 0.0112 0.0008 0.0000 0.0016 0.0005
25 0.0013 0.0122 0.0238 0.0551 0.0052 0.0013 0.0009 0.0026 0.0077 0.0022
30 0.0198 0.0707 0.0913 0.1373 0.0299 0.0005 0.0058 0.0084 0.0123 0.0011
35 NA NA NA NA NA 0.0026 0.0113 0.0152 0.0234 0.0030
40 NA NA NA NA NA 0.0047 0.0154 0.0195 0.0285 0.0054

4.1.1 Andlise e Discussoes:

4.2 Influéncia dos estimadores de rank no valor do fator de escala (0)

As Tabelas e Gréaficos seguir apresentam os valores de S obtidos empregando-se o
método grafico de probabilidade e cada um dos modelos de Rank apresentados neste trabalho
em relacdo aos sub-lotes de MC1, MC2, MC3 e MC4. Estes, entdo, sdéo comparados aos
resultados obtidos por EMV, que é utilizado como referéncia na indUstria e 0 mais utilizado
na area académica para determinacdo dos parametros de Weibull (Dodson, 2006), na mesma
tabela os nomes dos estimadores estdo abreviados como Rm para Rank Médio, RM para Rank
Mediano, W1 para Whitel, W2 para White2, KM para Kaplan-Meier e EMV para Méaxima
Verossimilhanca.

Tabela 11 — Valores de 6 obtidos pelo Método Gréfico, frente ao tamanho do lote, empregando-se as diversas
expressdes para 0 Rank de amostras MC1 e MC2. Na ultima coluna valores estimados pelo EMV.

N 0 (Rm) 6 (RM) 6 (WD) 0 (W2) 0 (KM) 0 (EMV)
MC1 MC2 MC1 MC2 MC1 MC2 MC1 MC2 MC1 MC2 MC1 MC2
5 40.47 37.63 40.28 38.47 40.24 37.49 40.21 37.5 39.32 36.91 40.2 37.4
10 40.58 38.18 40.52 38.09 41.17 38.06 41.09 38.02 39.94 37.72 40.5 38
15 39.93 37.6 39.9 37.93 39.94 37.9 39.84 37.9 39.5 37.47 39.9 37.9
20 40.31 39.69 40.29 37.75 40.26 39.64 40.29 39.67 40.03 39.1 40.3 39.7
25 40.04 39.36 40.06 39.39 40.05 39.37 40 39.25 39.78 38.87 40.1 39.4
30 40.05 38.8 40.03 38.9 40.03 38.9 40.02 38.63 39.93 38.74 40.2 39.3
42 40
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Gréficos 09 e 10: Valores de 0, frente ao tamanho do lote, pelos diversos Métodos de Estimadores para o lote de
Amostras MC1 e MC2.

Tabela 12 — Valores de 6 obtidos pelo Método Gréfico, frente ao tamanho do lote, empregando-se as diversas
expressdes para 0 Rank de amostras MC3 e MC4.

N 0 (Rm) 0 (RM) 0 (W1) 0 (W2) 0 (KM) 0 (EMV)

MC3 MC4 MC3 MC4 MC3 MC4 MC3 MC4 MC3 MC4 MC3 | MC4
5 | 4404 | 5335 | 4167 | 4869 | 4166 | 5282 | 4163 | 5409 | 39.22 | 5081 416 541
10 | 4158 | 5311 | 4158 533 415 532.2 415 5205 | 41.16 | 511.8 415 526
15 | 4235 | 5336 | 4233 | 5244 | 4234 | 5171 | 4232 | 4844 | 4199 | 5182 42.3 528
20 | 4237 | 5204 | 4234 | 5223 | 4228 | 5217 | 4226 | 5222 | 4201 509 42.3 518
25 | 4267 | 5155 | 4253 | 5194 | 4259 | 5148 | 4257 | 5166 | 4241 | 509.3 42.6 515
30 | 4231 | 5061 | 4226 | 5051 | 4229 | 5066 | 42.26 | 538.3 42.4 502 425 507
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35 NA 504.4 NA 501.8 NA 500 NA 500.9 NA 498.8 NA 504
40 NA 503.1 NA 499.6 NA 501.9 NA 506.5 NA 498.8 NA 502
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Gréficos 11 e 12: Valores de 0, frente ao tamanho do lote, pelos diversos Métodos de Estimadores para o lote de

Amostras MC3 e MC4.

4.2 Erros Percentuais e Quadraticos:
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Graéficos 13 e 14: Erro Percentual do valor de 6 em relagdo os valores obtidos pelo EMV para MC1 e MC2.
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Gréficos 15 e 16: Variagéo do valor de 0, frente ao tamanho do lote, em relagdo os valores obtidos pelo EMV e
Distribui¢cdes de Rank para MC3 e MC4
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Tabela 13: Erros Quadraticos de 0, frente ao tamanho do lote, a partir da Formula (8) dos Estimadores de Rank
em relacdo ao EMV.

MC1 MC2

N Rm RM w1 W2 KM Rm RM w1 W2 KM

5 0.0078 0.0008 0.0003 0.0000 0.0757 0.0073 0.1232 0.0017 0.0020 0.0203

10 0.0007 0.0002 0.0252 0.0198 0.0135 0.0022 0.0007 0.0004 0.0001 0.0031

15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0062 0.0024 0.0001 0.0000 0.0000 0.0053

20 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0020 0.0001 0.0990 0.0003 0.0001 0.0102

25 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0015 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0052

30 0.0005 0.0006 0.0006 0.0007 0.0014 0.0035 0.0022 0.0022 0.0066 0.0045

Tabela 14: Erros Quadraticos de 0, frente ao tamanho do lote, a partir da Férmula (8) dos Estimadores de Rank
em relacdo ao EMV.

MC 3 MC4

N Rm RM W1 W2 KM Rm RM w1 W2 KM

5 0.6002 0.0006 0.0005 0.0002 0.5617 5.1266 289.2288 15.5750 0.0058 106.4064
10 0.0004 0.0004 0.0000 0.0000 0.0054 1.3261 2.4851 1.9845 0.6337 10.0111
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0041 1.1136 0.3876 3.8163 62.7853 3.0720
20 0.0001 0.0000 0.0000 0.0001 0.0024 0.1113 0.4000 0.2822 0.3861 2.1437
25 0.0001 0.0002 0.0000 0.0000 0.0009 0.0014 0.3494 0.0027 0.0364 0.6938
30 0.0004 0.0007 0.0005 0.0007 0.0001 0.0194 0.0721 0.0060 16.0994 0.4489
35 NA NA NA NA NA 0.0001 0.0900 0.2691 0.1642 0.4274
40 NA NA NA NA NA 0.0095 0.0852 0.0014 0.2279 0.1479

4.2.1 Anélise e Discussao

As comparacOes dos estimadores de rank sdo realizadas com parametros obtidos por EMV
frente aos calculados, pode-se notar que para o fator de forma B, o comportamento dos
estimadores calculados € praticamente 0 mesmo do que o0 EMV para lotes maiores do que 10
unidades. A partir de um numero entre 25 e 30 amostras o valor de 3 tem um melhor
comportamento na comparagao dos estimadores, ou seja, 0s erros calculados se aproximam do
EMV. Contudo, ndo tendem a zero. J& para lotes menores do que 10 unidades, existe uma
variabilidade grande entre os calculados. Para lotes abaixo de 15 amostras, o melhor
estimador de rank aparece o Estimador de Whitel e, para lotes maiores do que 15 amostras, 0
melhor é o Rank Médio (Rm). Verificando-se os Gréaficos 01, 02, 03 e 04, podemos inferir
que o valor de B calculado pelo Método EMV apresenta uma estabilizacdo mais rapida, em
relacdo aos demais Estimadores de Rank, a partir de N=10. Por outro lado, os estimadores
W1, W2 e KM também apresentam o mesmo comportamento. Verifica-se que 0 Rm se
estabiliza rapidamente e, de um modo geral, sendo o estimador de rank que tem o
comportamento mais préximo ao do EMV.

De um modo geral, os estimadores tém comportamento parecido ao do EMV, exceto para
pequenos lotes N<10, isto sugere que a acuracia de predigdo aumenta com o numero de
amostras. Além disto, os graficos apresentados e erros calculados, indicam as curvas tendem a
se estabilizar apds 20 amostras e que para um lote dito pequeno (5 a 10 amostras), sendo o
estimador W1. Para lotes maiores (15 a 20 amostras), os melhores estimadores sdo W2 e Rm.
Para lotes grandes (25 a 40 amostras), o melhor estimador Rm.

Para a comparacdo entre os estimadores de Rank e 0 EMV para os lotes de massas
ceramicas (MC1, MC2 e MC3), os valores do parametro escala 6 sdo muito uniformes, logo
todos os estimadores de Rank tem comportamento bem préximos com o EMV, diferenciando
muito pouco. Para os lotes de pastilhas de revestimento ndo acontece 0 mesmo, pois ocorre
uma grande dispersdo entre os valores da forca de ruptura, sendo o estimador W2 melhor para
lotes pequenos, e 0 Rm para lotes grandes.

Observando o comportamento dos valores de 6 nos Graficos 09, 10, 11 e 12, pode-se
verificar que os valores da distribuicdo de Rank nao sdo muito préximos dos valores de EMV
para lotes pequenos, ja para médios e grandes os valores estdo estabilizados. Ja,
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desconsiderando o tamanho de lote para comparacéo entre os estimadores, observa-se que W1
possui um comportamento semelhante ao Estimador de Maxima Verossimilhanca. Fazendo a
comparacdo entre os estimadores observamos que todos tém um comportamento bem
uniforme e a partir de 15 amostras e sdo praticamente iguais, com exce¢do do KM, que tem
uma pequena diferenca. Na tabela 10, vé-se que os estimadores Rm e KM possuem uma
pequena diferenca em relacdo ao EMV na comparagdo do sub-lote de 5 amostras, o que ndo
ocorre com 0s outros estimadores que sdo bem estaveis desde o inicio. No Grafico 12,
observa-se uma grande variacdo de 6 encontrados onde os mesmos estabilizam para lotes
grandes nos estimadores Rm, RM, W1 e no EMV. Nos Gréficos 15 e 16, estdo os desvios dos
estimadores utilizados calculado usando-se a expressdo (26) em relacdo ao EMV, para as
amostras do lote de pastilhas e o estimador de Rank que mais se aproxima do EMV no geral,
desconsiderando tamanho de lote é 0 W1.

Como pode ser observado nos Graficos 09 e 10, para o lote de amostras MC1 e MC2,
os valores dos estimadores de 6 sdo bem proximos dos EMV, tanto para lotes pequenos
quanto para lotes grandes, como uma pequena diferenca o estimador de KM é o que fica mais
distante do EMV. Para o lote de amostras MC2, os estimadores Rm, W1 e W2, sdo os que
mais se aproximam do EMV.

As tabelas 13 e 14, os Erros Médios Quadraticos demostram a influéncia da escolha
do Rank e o tamanho do lote no valor 6. Verifica-se que todos os estimadores obtiveram
valores bem préximos do EMV, exceto para MC4 e ndo é possivel afirmar qual dos
estimadores é o melhor, pois tanto para lotes pequenos, quanto para lotes grandes todos sao
bem proximos.

5 CONCLUSAO

Apesar do Método Grafico ndo ser o mais acurado do que outros metodos, fornece uma
Otima possibilidade de visualizacdo do comportamento, em comparacdo com o EMV,
podemos concluir que:

1) As diversas formulacOes apresentadas geram beta menor com menor variagdo para

lotes menores e maior, para lotes menores.

2) Quanto maior ¢ o valor do pardmetro de forma 3 maior é acuracia, ou seja, a dispersao
tende a ser menor, facilitando para que a curva da Distribuicdo de Weibull tenha a
forma de pico. Por outro lado, quanto menor este mesmo fator de forma maior é a
dispersao encontrada.

3) O modelos de rank utilizados possuem uma maior influéncia na determinacéo do fator
de forma P do que no fator de escala 0, pois representa a propriedade caracteristica, ou
seja, Tensao de Ruptura. Isto pode ser explicado pelo fator de forma 3 ser o parametro
que determina e quantifica a dispersdo para a propriedade do material. Deste modo,
torna-se vulneravel quando da remocédo ou introducdo de amostras nos lotes estudados.

4) Observa-se que os fatores de § ¢ 6 sempre que apresentam dispersdo mais alta entre os
seus valores, o comportamento de Rm (Rank médio) tende a ser melhor para lotes
pequenos e o comportamento de White 2, para lotes maiores e grandes, ao contrario do
RM (Rank Mediano) como prevé a literatura, comprovando que ndo existe um
Estimador de Rank ideal, ou seja, ele varia com o processo.

5) Para lotes que apresentem propriedades muito dispersivas, caso a estimativa de
parametros seja feita pelo Metodo Grafico, recomenda-se empregar o Método de
White 1. Assim, dependendo da dispersdo encontrada na grandeza estudada, é
necessario que sejam empregados grandes lotes para a correta caracterizacdo da
mesma.
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6) Este trabalho possui a restricdo de ndo ter sido verificado a existéncia do parametro de
localizagdo diferente de 0, bem como sugere a realizacdo de novos trabalhos com
arquivos gerados aleatoriamente para a verificacdo do possivel novo comportamento
de beta e teta. Também se apresenta como outra limitacdo do trabalho, o ndo uso de
outros estimadores de Rank para que seus resultados também possam ser confrontados
e corroborar, ou ndo, os resultados encontrados.
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