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Resumo: Para o estudo do comportamento das lajes macicas, diversos modelos matematicos tém sido propostos.
Dentre os processos que possibilitam a consideragdo da estrutura no seu aspecto tridimensional, destaca-se 0
processo da analogia de grelha que tem como ideia principal a divisdo das lajes em um ndmero adequado de
barras, onde as rigidezes a torgdo e a flexdo da laje sdo concentradas nessas barras. Diferentemente da analogia
de grelha, o método analitico através das tabelas de Bares adota a decomposi¢do da estrutura em lajes e vigas
para a analise individual de cada elemento, e essa simplificagdo nem sempre traduz o comportamento real da
estrutura. Para avaliar a utilizacdo dos métodos, foram comparados em dois modelos de laje macica, os valores
dos momentos fletores obtidos pela analogia de grelha utilizando o software SAP2000, com aqueles obtidos
empregando as tabelas de Bares. Ainda, através da analogia de grelha, foram testadas hipoteses a respeito da
influéncia do refinamento da malha e da reducdo da rigidez a tor¢do das barras. Assim, por meio desses
comparativos, pode-se observar mudancas significativas nos valores dos momentos fletores, reforcando a
validacdo e a importancia desse estudo.
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THE GRILLAGE ANALOGY IN MASSIVE SLABS OF
CONCRETE

Abstract: For the study of the behaviour of massive slabs, several mathematical models have been proposed.
Among the processes that allow the consideration of the structure in its three-dimensional aspect, we highlight
the process of grillage analogy that has as main idea the division of the slabs that make up the pavement in an
appropriate number of bars, where the torsional and flexural rigidities of the slab are concentrated in these bars.
Unlike the grillage analogy, the analytical method through the tables of Bares adopts the structure decomposition
into slabs and beams for the individual analysis of each element, and that simplification is not always translates
the actual behavior of the structure. To evaluate the use of the methods, were compared in a model of slab
bending moment values obtained by the grillage analogy using SAP2000 software, with those obtained using the
tables of Bares. Further, by using the grillage analogy hypotheses were tested concerning the influence of mesh
refinement and reduction of stiffness of the torsion bars. Thus, through these comparisons, we can observe
significant changes in the values of the bending moments, increasing the validation and importance of the study.

Keywords: Massive Slabs; Bending Moments; Tables of Bares; Grillage Analogy.

1. INTRODUCAO

Durante muitos anos, o calculo de pavimentos de edificios com a estrutura composta por
lajes e vigas foi feito com a utilizagdo de tabelas originadas da teoria das placas de Kirchhoff
(Timoshenko,Woinowsky,1959), considerando as lajes como elementos isolados e apoiados
em vigas indeformaveis. Com o avango tecnoldgico, foram desenvolvidos softwares que
utilizam modelos matematicos para analisar a estrutura tridimensionalmente, permitindo
analisar o pavimento, lajes e vigas, como um todo. Dessa forma, essa analise aproxima-se do
comportamento real da estrutura.

Nesse contexto, dentre os varios modelos existentes (Wang, Reddy, Lee, 2000; Bares,
1972; Cook, Malkus, Plesha, 1989) pode-se destacar a analogia de grelha como sendo um
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modelo eficiente para a obtencdo dos esforcos nas lajes, pois permite uma analise global da
estrutura. Stramandinoli (2003) afirma que esse método é muito utilizado na anélise de lajes,
principalmente devido a sua facilidade de compreensao e utilizacao.

A analogia de grelha consiste em representar a laje através de barras perpendiculares
entre si, e ligadas por nds. Existem quatro esforcos principais a serem considerados no calculo
pela analogia de grelha, sendo dois momentos (um torsor e um fletor) e dois esforgos
cortantes. Também, nesse caso, sdo considerados na andlise alguns parametros importantes
como a rigidez a torcdo das lajes e vigas.

Carvalho (1994) atenta para que, ao fazer essa representacdo, deve-se ponderar as
rigidezes das barras que compde a grelha. O estudo da rigidez a tor¢do das barras da grelha
equivalente tem sido verificado em experimentaces numericas de diversos trabalhos.
Considerando isso, percebeu-se que ao utilizar a rigidez a tor¢cdo como metade da rigidez a
flexdo, sugerido por Hambly (1976), obtém-se resultados satisfatorios em comparacdo aos
resultados calculados pelas tabelas baseadas na teoria da elasticidade. A norma vigente de
concreto armado, NBR 6118/2014, possui uma teoria diferente a respeito dessa relagdo, assim
como Carvalho (1994) e Siissekind (1987).

Ainda em relacdo a analogia de grelha, as lajes devem ser discretizadas em um numero
adequado de barras cujo espacamento depende das dimensfes e da geometria do pavimento.
Entende-se que a discretizacdo ideal correspondente a formulagdo da malha, é aquela em que
se obtenham corretamente os valores dos esforcos internos da laje, mas que ndo demande um
gasto computacional elevado.

Existem atualmente, poucas publicacdes sobre a analogia de grelha, e as consideracdes a
respeito da reducéo da rigidez a torcao e do espagcamento de malha néo s&o conclusivas. Logo,
0 tema envolve uma série de problemas de engenharia de lajes que podem ser modeladas e
estudadas. Neste trabalho seréd apresentado um comparativo dos valores de momentos fletores
de dois exemplos numéricos de lajes macicas, calculadas por analogia de grelha e pelas
tabelas de Bares, a fim de avaliar a utilizacdo desses métodos no célculo dos esforcos das
mesmas.

2. TEORIA DAS PLACAS E ANALOGIA DE GRELHA

Placas podem ser definidas como estruturas planas, onde uma das dimensfes € pequena
quando comparada com suas outras duas, e que estdo submetidas a cargas perpendiculares ao
seu plano.

O estudo das estruturas de superficie, no caso mais geral em regime elastico, pode ser
designado pela teoria das placas de Kirchhoff, e pode ser encontrada detalhadamente em
Timoshenko e Woinowsky (1959) e Bares (1972). Esse método fundamenta-se nas equacdes
de equilibrio de um elemento infinitesimal de placa e nas relagfes de compatibilidade das
deformacdes desse elemento. Dessa forma, as lajes macicas sdo consideradas placas delgadas
de concreto, e segundo Carvalho (1994), a elas se aplicam todos 0s conceitos e teorias
desenvolvidas para as placas delgadas.

Na teoria de Kirchhoff sdo admitidas placas delgadas com pequenas deflexdes. Essa
consideracdo implica em algumas hipoteses a respeito dessas placas, e podem ser vistas
detalhadamente em Wang, Reddy, Lee (2000).

Segundo Carvalho (1994), a Teoria das Placas proporciona a equacgédo geral das placas,
que relaciona a deformada elastica “w” da placa com a carga “P” unitaria, uniformemente
distribuida na area da placa. A equacao tem a forma:

V. 8, N°. 2, Ago/2016 Pdgina 127



Revista de Engenharia e Tecnologia ISSN 2176-7270

4 4 4
8\2\/+2. ?W2+a\iv=—3. (01)
' ooy oyt D
E arigidez a flexdo da placa “D” é dada por:
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sendow o deslocamento vertical, xeyas coordenadas de um ponto genérico na placa, P a

intensidade da carga atuante, D a rigidez a flexdo da placa, E o médulo de Young do concreto
e v o coeficiente de Poisson.

Da solucdo da equacéo geral das placas, originaram-se tabelas compostas por coeficientes
que proporcionam com maior facilidade o célculo dos momentos fletores, para casos
especificos de apoios e carregamentos nas lajes. Dentre essas tabelas destacam-se as tabelas
de Bares (1972) para o célculo de lajes macigas, as quais Carvalho(1994) adaptou para o
coeficiente de Poisson igual a 0,2.

Conforme relatado, para encontrar o coeficiente ““u” relacionado ao momento fletor

nessas tabelas, € preciso calcular o pardmetro A, que reflete a geometria da laje, expresso por:
I
a=3 (03)
Ix
sendo £y a maior das dimensdes da superficie da placa, e £x a menor.

Os momentos fletores maximos, sendo os positivos designados pela letra “m” e 0s
negativos, pela letra “x”, sdo determinados pelas equacbes (04) a (07) em que
ux, uy 'x, 1'y , sao coeficientes fornecidos nas tabelas.

p.12%

M, =405 (04)
p.l2

=100 (©)

Os momentos fletores méaximos negativos, por unidade de comprimento nas dire¢fes x
e y sdo, portanto:

2

i 2 e
. p.l2

X, =p',. lOOy (07)

A utilizacdo dessas tabelas facilita o calculo dos momentos fletores maximos a partir da
geometria e das condicdes de apoio da placa. De acordo com Carvalho (1994), o pavimento
deve ser discretizado, ou seja, cada laje deve ser tratada individualmente de acordo com suas
condigcdes de apoios. Como limitacdo, essas tabelas podem ser utilizadas somente para
configuracdes de apoios das lajes com bordas totalmente apoiadas, engastadas ou livres.

A simplificacdo da estrutura, bem como as limitagdes do calculo analitico de lajes,
restringem os problemas de engenharia a alguns poucos casos de vinculacdo e de geometria.
Devido a isso, modelos matematicos como a analogia de grelha, que analisam a estrutura de
forma integrada, sdo cada vez mais utilizados nos softwares de anélise estrutural.

O meétodo de analogia de grelha tem como propdsito principal a substituicdo do
pavimento por uma grelha equivalente, sendo que os elementos estruturais, vigas e lajes, séo
representados pelas barras da mesma. Esse processo possibilita a analise global da estrutura, e
a configuracgéo do sistema estrutural pode ser dada com qualquer geometria.
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Durante a analise, as lajes devem ser discretizadas em um ndmero adequado de barras, as
quais terdo larguras dependentes da geometria e das dimensdes do pavimento. Ainda, as
rigidezes a tor¢do e a flexdo da laje séo concentradas nessas barras.

Quanto aos carregamentos, considera-se que as cargas distribuidas atuantes no pavimento
se dividem entre as barras da grelha equivalente de acordo com a area de influéncia de cada
uma. As cargas podem ser consideradas uniformemente distribuidas ao longo das barras da
grelha ou entdo concentradas diretamente nos seus nas.

As propriedades das barras influenciam diretamente nos resultados e, portanto, deve-se
analisar varios aspectos das mesmas. Cada barra da grelha ird corresponder a certa faixa da
placa, representada pela espessura da laje e pela largura. Esta ultima depende do espacamento
da malha da grelha. As propriedades fisicas dependem do material empregado na placa.

Segundo Hambly (1976), o momento de inércia a flexdo (1) das barras longitudinais e
transversais da grelha ¢ calculado considerando que cada barra representa uma largura “b” da
laje igual a distancia entre os centros dos vao adjacentes a barra, dado por:

bt
12°
sendo b a largura da barra da grelha e ha altura da barra da grelha.

| (08)

O outro parametro a ser analisado € a rigidez a tor¢do (J) da secdo transversal da barra.
De acordo com Hambly (1976) a rigidez a tor¢do ndo é simplesmente uma propriedade
geométrica da area da secdo transversal da barra, como é 0 momento de inércia a flexdao I. No
caso de um cilindro, a rigidez a torcdo €é igual ao momento polar de inércia Ip, entretanto este
€ um caso especial, sendo que para outros tipos de secdo transversal a rigidez a torcdo é
totalmente diferente de I,. Portanto, ndo existe uma regra geral para o célculo da rigidez a
torcdo. Para um retangulo de lados “b” e “h”, Gere e Weaver (1980), sugerem que a relagéo
pode ser dada por:

J= pe3f, (09)
sendo e a menor dimenséo da secéo transversal, f a maior dimens&o da secéo transversal, e
1 e et
==—0,21— || 1-— | 10
p-3-{omt o) o

Destaca-se que o software SAP2000, utilizado nas modelagens do presente trabalho,
utiliza as equacdes sugeridas por Gere e Weaver (1980) para o calculo da rigidez a torcao.

Para a andlise estrutural, € importante ressaltar que quando se trata de lajes macicas de
concreto, é necessario que se leve em consideracdo uma caracteristica peculiar do material,
que € a fissuracdo por retracdo. Na modelagem computacional, uma forma de representar a
perda da rigidez da laje devido a fissuracdo é reduzir a rigidez a torcdo(J) das barras da
grelha. Existem na literatura, diversas teorias acerca do indice correto dessa reducdo, e, no
presente trabalho sdo comparados os resultados dos momentos fletores obtidos através da
modificacdo desta variavel, segundo:

+Siissekind (1987): Para analise estrutural de lajes macicas através da analogia de grelha
equivalente, Stissekind sugere adotar a rigidez a tor¢éo apenas com 1/5 do seu valor, ou seja,
apenas 20% para todos os elementos da grelha. Essa consideragdo a favor da seguranga
permite uma rotacdo maior dos apoios, criando uma situagdo teoricamente mais aproximada
da realidade.
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«Carvalho (1994): O valor da rigidez a torcdo das vigas de bordo das lajes pode ser
considerado igual a 10% do seu valor total. Ainda, o autor afirma que para as barras da grelha
que representam a laje propriamente dita, deve-se manter o valor total da rigidez a tor¢éo.

‘NBR 6118/2014: o item 14.7.6.2 da referida norma, permite a modelagem dos
pavimentos de edificios como grelhas, para estudo das cargas verticais. E permitida a reducédo
da rigidez a tor¢do para 15% do valor total da mesma.

*Hambly (1976): o autor propOe que Se use, para uma barra de grelha que representa uma
largura “b” de uma laje macica, a rigidez a torg¢éo sendo igual ao dobro da rigidez a flexé&o.

Essa relacdo implica em uma reducéo da rigidez a torcdo que depende do espacamento da
grelha, pois ao passo que o espacamento é modificado, a dimensdo da barra também é
modificada, e consequentemente, o valor da rigidez a torcdo é diferente. Para cada caso de
espacamento, portanto, foi determinada a porcentagem de reducdo da rigidez a tor¢do que
atende a relacdo J=2I.

Ainda, para complementar o estudo, 0 mesmo modelo de grelha foi modelado sem
nenhuma reducéo na rigidez a torcdo.

3.EXEMPLOS NUMERICOS

Neste trabalho foram estudados dois modelos de lajes macicas para exemplificar a
utilizacdo da analogia de grelha na obtencdo dos valores de momento fletor. A modelagem
computacional foi através do software SAP2000, versdo 15.0. A partir disso, esses valores de
momentos fletores foram comparados com os provenientes dos célculos através das tabelas de
Bares. Para a modelagem das lajes dos exemplos, foi levada em conta a influéncia do
refinamento da malha e a reducdo da rigidez a torcdo das barras da grelha.

3.1 ESTUDO COMPARATIVO PARA UMA LAJE QUADRADA

Para a modelagem e obtencdo dos resultados deste exemplo numérico, laje macica
quadrada, foram utilizadas os parametros conforme apresenta o quadro 1. E na figura 1 tém-se
as dimensbes da laje e da secdo das vigas de contorno em estudo. Nesse exemplo serdo
apresentadas variagdes do espacamento da grelha, bem como, reducdes da rigidez a torcdo
para o calculo dos momentos fletores

Quadro 1:pardmetros da modelagem

Laje macica de dimensdes 4x4 m

Relacdo entre vaos ly/Ix = 1

Espessura h=10 cm

Considerada engastada em duas bordas adjacentes
Carga distribuida de 750 kgf/m?

Resisténcia a compressao caracteristica do concreto (fck) = 25 MPa

Coeficiente de Poisson = 0,2

Secdo das vigas de contorno = 12x30 cm
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Viga 12x30

Yiga 12X30
Viga 12X 30
400

Wiga 12X30
J 400

Figura 1 — laje quadrada e suas dimensdes

O carregamento distribuido na laje foi calculado de acordo com o espacamento da grelha,
conforme mostra a tabela 1. O valor de 750 kgf/m2, quadro 1, foi distribuido nas barras e nas
vigas de bordo de acordo com sua area de influéncia. E os espacamentos das malhas
utilizados nesse trabalho estdo representados nas figuras 2 a 4, com variagcdes de malha de

80x80 até 5x5 centimetros.

Tabela 1- valores das cargas distribuidas

carga distribuida
(kgfim)
malha | vigas de barras da
(cm) | contorno  grelha
80x80 150 300
40x40 75 150
25x25 | 46,88 93,75
20x20 | 37,50 75,0
10x10 | 18,75 37,50
5x5 9,38 18,75
malha 80x80 malha 40x40

Figura 2- malha 80x80 e 40x40 centimetros
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malha 25x25 malha 20x20

Figura 3- malha 25x25 e 20x20 centimetros

malha 10x10 malha 5x5

Figura 4- malha 10x10 e 5x5 centimetros

Como resultado, para esse exemplo, as figuras 5 e 6 apresentam os valores do
refinamento de malha versus os valores do momento fletor para cada caso, utilizando seus
respectivos indices de reducdo da rigidez a tor¢do. Ainda, as figuras 5 e 6 apresentam esses
mesmos valores sem a utilizacdo da reducéo da rigidez a torcdo, e os valores calculados dos
momentos fletores pela tabela de Bares. Nas figuras 5 e 6 tém-se os resultados para oS
momentos fletores positivos e negativos respectivamente. Também, como a laje em questdo é
quadrada, os valores dos momentos na direcdo X e na y sdo iguais.
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Sem redugio

= H am bly (7=21)

m Carvalho (J-vigas = 10%)

m— Siissekind (J=20%)

m NBR 6118 (T=13%)

m Tahela de Bares

Momento fletor positive (kgf.m/m)

B0X80 40X40 25X25 20X20 10X10 5X5
Espacamento (cm)

Figura 5-momentos positivos maximos em funcéao da rigidez a torcdo e do refinamento da malha.

1200
-E 1000 Sem redugdo
=
)
= g0 m Hambly (J=21)
(=]
£ .
& e Carvalho (T-vigas = 10%)
g 600
g e Siisselind (7=20%)
_'E 400 -
= m— NER 6118 (J=15%)
E .
= 200 - —— Tabela de Bares
[

S0X80 4040 25X23 20X20 10X10 5X5
Espacamento (cm)

Figura 6 - momentos negativos maximos em funcéo da rigidez a torcdo e do refinamento da malha.

Analisando os resultados das figuras 5 e 6, pode-se perceber que de uma forma geral,
quanto menor a rigidez a tor¢do das barras da grelha, maior o momento fletor. Percebe-se que
0s menores valores de momento fletor ocorrem quando ndo ha nenhuma reducdo na rigidez a
torcdo, e os maiores valores ocorrem quando a rigidez a torcao se restringe a apenas 15% do
seu valor total, conforme sugere a NBR 6118/2014. Esses resultados sdo explicados pela
relacdo que o momento fletor tem com o0 momento torsor: quanto maior a rigidez a torcéo,
maior 0 momento torsor dessa barra. Ao diminuir a rigidez a tor¢do, diminui-se também a
sensibilidade das barras a rotacdo da laje, e consequentemente, 0s valores dos momentos
fletores sdo maiores.

Ainda, percebe-se que os esforcos obtidos através das tabelas de Bares, figuras 5 e 6, se
assemelham aos obtidos com aqueles que possuem rigidez a tor¢cdo maior. O que é
justificavel, pois essa rigidez ndo é considerada no calculo analitico. J& com um espagcamento
de grelha 25x25 centimetros, por exemplo, e com a rigidez a tor¢do reduzida a 15%, conforme
a NBR 6118/2014, os valores obtidos pelas tabelas de Bares diferem para menos, em
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aproximadamente 34% para 0 momento positivo, e 15% para o negativo. A tabela 2 mostra
essa diferenca.

Tabela 2 - Relacdo entre calculo dos momentos fletores pela tabela de Bares e por analogia de grelha.

Mx+=My+ Mx-=My-

(Kgf.m/m)
(A) Grelha 25x25; J=15% 452 962
(B) Tabelas 337 839
Relacdo A/B 1,34 1,15

Outro resultado analisado nesse exemplo € a avaliagdo do diagrama de momentos fletores
da laje em relacdo as reducdes da rigidez a torcdo. As figuras 7 e 8 mostram os diagramas de
momento fletor sem a reducdo da rigidez a torcdo e com 15% da rigidez a torcéo,
respectivamente. Nessas figuras percebe-se uma descontinuidade nos diagramas, ocasionadas
justamente pela presenca do momento torsor. Ou seja, se existe uma descontinuidade na
direcdo x no diagrama de momento fletor, & porque existe um momento torsor em x aplicado
no nd referente a essas barras. A medida que a inércia a torgéo sofre uma reducéo, o valor do
momento torsor diminui, 0 momento fletor aumenta, e a descontinuidade do grafico fica
menos acentuada.

Figura 7 - diagrama de momento fletor da laje sem reducéo da rigidez torcdo, e a descontinuidade acentuada nos
nos das barras provocada pelo momento torsor.

V. 8, N°. 2, Ago/2016 Pdgina 134



Revista de Engenharia e Tecnologia ISSN 2176-7270

Figura 8 - diagrama de momento fletor da laje com 15% da rigidez a tor¢do, e a uma menor descontinuidade nos
nos das barras provocada pelo momento torsor.

Para melhor entendimento dessa relacdo do momento torsor com o momento fletor,
apresentada nas figuras 7 e 8, a tabela 2 mostra os valores obtidos do momento torsor (M),
em comparacgdo aos momentos fletores (Mx e My), quando a laje € modelada com uma grelha
de 40x40 centimetros. Para esse caso, obedecendo a relagdo sugerida por Hambly (1976) de
J=2l, arigidez a tor¢do é reduzida a 59% do seu valor total. Novamente percebe-se na tabela 3
que ao passo que a rigidez a torcdo diminui, 0 momento torsor decresce. E a medida que esse
momento torsor diminui, 0 momento fletor aumenta.

Tabela 3 -comparativo dos momentos torsores com os fletores para uma laje quadrada de 40x40 centimetros

S/ REDUQAO HAMBLY CARVALHO SUSSEKIND NBR 6118
J-VIGAS: 100% J1=2 J-VIGAS:10% J-VIGAS: 20% J-VIGAS: 15%
J-LAJE: 100% J=59% J-LAJES: 100% J-LAJES: 20%  J-LAJES: 15%
Mx+=My+ 274 313 307 426 444
(kgf.m/m)
Mx-=My-
bt 751 808 795 937 954
Mt 360 270 278 127 97
(Kgf.m/m)

Analisando os resultados obtidos nesse exemplo, percebe-se de uma forma geral, que os
valores de momento fletor variam irregularmente conforme a malha é refinada. Porém, os
valores desses momentos convergem para um resultado coerente, enquanto as barras da malha
tem uma relacdo de largura e altura condizentes com as equacgdes (09) e (10) de Gere e
Weaver (1980). Quando a malha e espacada em 80, 40, 25 e 20 centimetros, o pardmetro “e”,
equacdo (09), ¢ a menor dimensdo, correspondente a 10 centimetros que é a espessura da laje,
e 0 pardmetro /", a maior dimens&o, referente ao espacamento da malha. Assim, a equacéo
(09) da rigidez a torcdo que € proporcional ao cubo da menor dimensdo, satisfaz o
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comportamento dessas barras. Ja quando a malha é espacada em 10 e 5 centimetros, essas
dimensdes se invertem, resultando em valores incorretos para o momento fletor. A figura 9
apresenta essa inversao de valores em uma barra da grelha.

a) b)

Figura 9a) barra da grelha quando as dimensdes “€” e “f”” correspondem as equagdes de Gere e Weaver (1980)
b) inversdo das dimensdes “e” e “f”

3.2 ESTUDO COMPARATIVO PARA UMA LAJE RETANGULAR

Nesse estudo, 0 método de analise comparativa é igual ao exemplo anterior, utilizando os
mesmos espacamentos de malha, bem como a distribuicdo do carregamento de 750 kgf/m2,
Para esta modelagem foram utilizados os parametros conforme apresenta o quadro 2, e as
dimensGes da laje e das vigas podem ser vistas na figura 10.

Quadro 2: caracteristicas da modelagem

Laje macica de dimensfes 4x8 m

Relacéo entre vaos ly/Ix = 2

Espessura h=10 cm

Considerada engastada em duas bordas adjacentes
Carga distribuida de 750 kgf/m?2
Resisténcia a compressao caracteristica do concreto (fck) = 25 MPa

Coeficiente de Poisson = 0,2

Secdo das vigas de contorno = 12x30 cm
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WEs 12830

WG, 12XA0
WIGE 12H30
ly = 800

VIGA 12X30

[ = 4000

¥

Figura 10 — laje retangular e suas dimensdes

Como resultado para esse exemplo, as figuras 11 e 12 apresentam os valores do
refinamento de malha versus os valores do momento fletor para cada indice de reducdo da
rigidez a tor¢do. Ainda, as figuras em questdo apresentam esses mesmos valores sem a
utilizacdo da reducdo da rigidez a torcdo, e os valores calculados dos momentos fletores pela
tabela de Bares. Nas figuras 11 e 12 tém-se os resultados para 0s momentos fletores positivos
e negativos nas direcBes x (referente ao maior véo da laje) e y ( referente ao menor vao da
laje), respectivamente.

Momentos positivos em X Momentos positivos em Y

Sem redugio

= Hambly (J=21)

= Carvalho (J-vigas = 10%)

e Siissekind (7=20%)

mmm NBR 6118 (7=15%)

Momento Fletor Positivo
(Kgf.m/m)

== Tabela de Bares

80X80 40X40 25X25 20X20 10X10 5X5 80X80 40X40 25X25 20X20 10X10 35X5

Figura 11 — momentos fletores positivos maximos em x e em y em fun¢do da rigidez a tor¢do e do refinamento

da malha.

Momentos negativos em X Momentos negativos em Y
& 1800
.f;i‘ 1600 Sem redugio
& 1400 == Hambly (J=2I)
Z 2 1200 Y
SE 1000 mm Carvalho (J-vigas = 10%)
25
E s 800 e Siissekind (1=20%)
‘E - 600 -
% 200 1 s NBR 6118 (3=15%)
= 200

== Tabela de Bares
0 2
80X80 40X40 25X25 20X20 10X10 5X5 80X80 40X40 25X25 20X20 10X10 5X5

Espacamento (cm)

Figura 12 -momentos fletores negativos maximos em x e em y em func¢éo da rigidez a tor¢éo e do refinamento da
malha.
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Analisando os resultados obtidos para a laje retangular, percebe-se que os valores dos
momentos fletores negativos em y praticamente ndo variam, figura 12. Esses momentos
fletores sdo causados pelo engaste da laje nas bordas adjacentes, e ndo sdo sensiveis a
alteracdo, quando as propriedades das barras da laje se alteram. Em outras palavras, o
momento negativo do engaste existe, sendo independente da alteragéo na rigidez das barras, e
é referente a reacao do engaste devido aos esforgos que a laje esta sendo solicitada.

Ja 0 momento fletor negativo em x sofre mais variagdes ao passo que a rigidez das barras
e a malha da grelha se modificam. Esse comportamento da laje retangular € explicado por
Carvalho (1994), que diz que a medida que as lajes se aproximam das armadas em uma s
direcdo, ou seja, quando a relacdo entre vaos Ix e Ix é maior que 2, 0 seu comportamento é
comparavel ao de uma viga. Ou seja, no menor vao, 0S momentos negativos e positivos sao
mais suscetiveis a alteracbes no valor, quando as propriedades das barras da grelha se
modificam.

Ainda, analisando os valores dos momentos fletores, figuras 11 e 12, percebe-se que
quando ndo ha reducdo na rigidez a torcdo das barras, e quando as barras da grelha tem uma
relagdo de largura e altura coerentes com as equacdes (09) e (10) de Gere e Weaver (1980), os
valores obtidos dos momentos fletores se assemelham aos obtidos pelas tabelas de Bares. A
tabela 4 mostra que de fato, a diferenca de valores € minima entre a modelagem da laje com
uma grelha de 25x25 centimetros, sem reducdo da rigidez a torcdo das barras, e os valores
obtidos pelas tabelas de Bares.

Tabela 4 -relagdo entre momentos obtidos pela analogia de grelha sem reducéo da rigidez a torcéo e tabela de
Bares

Mx+ Mx- My+ My-
(Kgf.mym)

(A) Grelha 25x25; J=100% 692 1349 211 952

(B) Tabelas 689 1427 226 984

Relacdo A/B 1,00 0,95 0,93 0,97

De maneira geral, o comportamento da laje retangular, com relacao entre véos Ix/ly=2, é
um pouco diferente da laje quadrada, devido a sua tendéncia a se comportar como uma viga.
Apesar disso, a distribuicdo de momentos fletores nas duas lajes é coerente com a realidade, e
semelhantes entre si, como mostram os graficos de momento fletor nas figuras 13 e 14. Esses
gréaficos foram gerados quando a rigidez a tor¢do das barras obedece a recomendacgdo da NBR
6118/2014, e vale 15% do seu valor total.
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Figura 13- momentos fletores da laje macica retangular quando a rigidez a tor¢do € reduzida conforme a
NBR6118/2014

Figura 14- momentos fletores da laje macica quadrada quando a rigidez a torcéo é reduzida conforme a
NBR6118/2014

Uma colocacdo importante a respeito da distribuicdo de esforcos é a presenca de
momento fletor negativo nas bordas onde ndo ha engaste. Esse momento é ocasionado por
questdes de execugdo da estrutura. Mais especificamente, na maioria dos casos as lajes séo
concretadas junto com as vigas, e isso gera certo engastamento entre esses elementos
estruturais. Quando a laje € solicitada a flexdo, a viga tende a girar junto com a laje, e 0 que
impede esse movimento € a rigidez a torcdo dessas vigas. Esse esforco para conter a rotagdo
das vigas gera 0s momentos negativos nas bordas. A figura 15 mostra 0 momento fletor
negativo presente na borda oposta aquela que possui engaste.

4
.,
- é-:é__f‘ -: 4"‘

Figura 15- momento negativo na borda simplesmente apoiada
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O momento fletor negativo nessas bordas simplesmente apoiadas ndo aparecem
evidentemente no calculo analitico através das tabelas de Bares. Para o caso de vinculacdo de
uma laje com os quatro lados simplesmente apoiados, por exemplo, a tabela de Bares dispde
apenas de momento positivo em x € em y. No caso de vinculacdo da laje em questdo, o
momento negativo obtido através dessas tabelas é referente apenas a borda engastada. A
borda oposta ao engaste, que é simplesmente apoiada, possui teoricamente, momento negativo
nulo. Essa simplificacdo ndo representa o real comportamento da laje macica, como pode ser
observado atraves da modelagem por analogia de grelha. A inclusdo desse efeito de momento
fletor negativo nas lajes foi considerada pela Gltima atualizagdo da NBR 6118, em 2014. A
referida norma sugere que se tenha uma armadura minima negativa nas bordas das lajes em
que ndo ha continuidade, para justamente conter esse momento fletor negativo.

Por fim, fazendo-se uma anéalise geral das hipdteses de modelagem para essas lajes
isoladas, pode-se perceber em relacdo ao espacamento da malha, que enquanto esse
espacamento sugerem barras que obedecem as equacoes (09) e (10) de Gere e Weaver (1980),
os valores de momento fletor convergem para um resultado coerente. Ou seja, quando o
espacamento é de 40x40, 25x25, e 20x20 centimetros, os valores de momento pouco variam,
mesmo quando ha a reducdo da rigidez a torcdo das barras. Para as lajes modeladas nesse
trabalho, a malha de 80x80 centimetros mostrou-se muito espacada, fazendo com que 0s
momentos fletores sofressem picos, quando comparados com os valores obtidos no
refinamento dessa malha.

4.CONCLUSOES

O presente trabalho buscou avaliar o comportamento estrutural de lajes macicas de
concreto armado, comparando os valores de momento fletor obtidos através das tabelas de
Bares, com os obtidos pela analogia de grelha. Devido as simplificacdes a serem feitas no
calculo analitico através das tabelas, optou-se por calcular os momentos fletores das lajes
através de um método que permitisse uma analise global da estrutura, e representasse melhor
0 comportamento real de uma laje maciga.

A analogia de grelha possibilita uma andlise tridimensional e integrada, mas quando se
trata da modelagem computacional, existem algumas consideracdes a respeito das variaveis
gue envolvem o céalculo de esfor¢os. Foram testadas, portanto, hipoteses a respeito do
espacamento da malha utilizada na modelagem, e da influéncia nos valores de momento fletor
quando se reduz a rigidez a torcao das barras da grelha.

O modelo da analogia de grelha mostrou certa irregularidade na variacdo dos resultados
obtidos a medida que diminui-se o espacamento das barras. Ou seja, ndo é a grelha menos
espacada que traz os resultados mais coerentes de momento fletor. Para os exemplos deste
trabalho, a malha de 40x40 centimetros mostrou-se satisfatdria, visto que ao se observar 0s
valores obtidos pela malha de 25x25 e 20x20 centimetros, nota-se uma varia¢cdo minima. 1sso
implica que realmente os valores de momento fletor convergem, e obviamente, a malha mais
espacada demanda um gasto computacional menor.

Em relacdo a rigidez a torcdo das barras, entende-se que considerar a reducdo dessa
variavel no célculo de uma laje macica de concreto traz resultados mais realistas. Sem
nenhuma reducdo da rigidez a tor¢do, o0 modelo de grelha equivalente fica, apesar de coerente
em relacdo as tabelas de Bares, incompativel com as estruturas reais, pois desconsidera uma
caracteristica do concreto, que é a fissuracdo. Reduzir a inércia a torcdo do elemento na
analise estrutural significa, em termos praticos, que a regido efetiva de concreto que ira ser
solicitada aos esforcos de torcdo foi reduzida. De modo geral, a adocdo de 15% da rigidez
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total a torcéo das vigas, além de atender a NBR 6118/2014, é uma boa forma de representar o
comportamento real da laje macica de concreto armado.

De maneira geral, com a utilizacdo do processo de analogia de grelha é possivel calcular
pavimentos de concreto armado de uma forma integrada, diferentemente do célculo analitico,
o0 qual considera os elementos componentes do pavimento de forma isolada, sem levar em
conta a interacdo entre os mesmos. Com o calculo integrado, a contribuicdo de cada elemento
que compBe o pavimento fica corretamente caracterizada e, dessa forma, os esforcos e 0s
deslocamentos determinados tendem a ser mais precisos e mais proximos dos valores reais.

Por fim, é possivel afirmar que o calculo analitico de momentos fletores a partir das
tabelas de Bares € util para uma andlise inicial, ou um pré-dimensionamento. Contudo, deve-
se buscar modelos em que as simplificacdes sejam minimas, devido a distorcdo que as
mesmas podem causar na obtencdo dos esforgos. A analogia de grelha mostrou-se, portanto,
de facil compreensdo e modelagem, sendo uma alternativa viavel para a analise estrutural de
edificios.
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