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Resumo: Neste trabalho foi apresentada a solucdo de problemas difusivos transientes em células de combustivel
nuclear cilindricas com secdo transversal de geometria eliptica que apresentam fontes uniformemente
distribuidas e propriedades termofisicas varidveis em seu dominio submetidas as condi¢bes de contorno de
primeiro tipo (condigdo de Dirichlet). Para facilitar o tratamento analitico, a equag8o da difusdo foi linearizada
fazendo uso da Transformada de Kirchhoff sobre o potencial temperatura.As varidveis espaciais foram
convenientemente transformadas para facilitar a aplicacdo das condi¢Ges de contorno. Para a determinacéo da
distribuicdo da temperatura na célula de combustivel a Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG)
foi utilizada sobre a equacdo da difusdo no dominio da célula. Os pardmetros fisicos de interesse foram
determinados para diversas razdes de aspecto. Os resultados obtidos foram comparados com os da solucéo pelo
Método dos Volumes Finitos utilizando o software ANSYS/Fluent™ 16.0.

Palavras-chave: problemas difusivos ndo-lineares, Transformada Integral, Transformada de Kirchhoff, regime
transiente, geometria eliptica.

TRANSIENT DIFFUSION PROBLEMS WITH VARIABLE
THERMOPHYSICAL PROPERTIES IN ELLIPTICAL
NUCLEAR FUEL CELLS

Abstract: Transient diffusion problems solution were presented in this work considering cylindrical fuel cells
with elliptical cross-section with uniformly distributed sources and variable thermophysical properties in its
domain submitted to boundary conditions of first kind (Dirichlet boundary condition). In order to facilitate the
analytical treatment, the diffusion equation has been linearized by Kirchhoff Transform application in a
temperature potential. The spatial variables have been transformed in order to facilitate the boundary conditions
application. To obtain the distribution of the temperature in the fuel cell the Generalized Integral Transform
Technique (GITT) was used onto the diffusion equation in the domain of the cell. Interesting physical parameters
have been evaluated for several cylinder aspect ratios. The results obtained have been compared with finite
volume solution obtained by ANSYS/ Fluent™ 16.0 software.

Keywords: non-linear diffusion problems, Integral Transform, Kirchhoff Transform, transient regime, elliptical
geometry.

1. INTRODUCAO

As células de combustivel em reatores nucleares de poténcia apresentam dimensdes reduzidas
e liberam altas taxas de energia térmica proveniente da reagdo de fissdo nuclear do elemento
fissil (GLASSTONE & SESONSKE, 1994). Do ponto de vista econdbmico, uma maior
eficiéncia na transferéncia da energia gerada pelo elemento fissil para o fluido de trabalho,
possibilita a construcdo de reatores de menores dimensdes, bem como o estabelecimento de
um inventario menor de combustivel nuclear (MAIA, 2003). Dessa forma, entre os diversos
fatores que influenciam o processo de transferéncia de calor, as dimensdes geometricas e 0
formato desses elementos desempenham um papel preponderante (PELEGRINI, 2005).

V. 8, N°. 2, Ago/2016 Pdgina 161



Revista de Engenharia e Tecnologia ISSN 2176-7270

Diante da necessidade de se obter solucdo mais precisa para modelos fisicos mais
realisticos & imperativo 0 continuo desenvolvimento de novas metodologias que possa
contemplar, por exemplo, o0 acoplamento entre as equac6es de conservacgdo, a nao-linearidade
das relacGes constitutivas, processos com mudanca de fase, a presenca de contornos com
geometria ndo-regular, problemas com fronteiras méveis, condi¢es de contorno ndo-lineares,
entre outros (COTTA, 1990; MIKHAILOV & COTTA, 1996; SPHAIER & COTTA, 2000;
MAIA et al. 2005; ANTONINI ALVES, 2006; ANTONINI ALVES et al. 2014; PELEGRINI
et al. 2014a,b).

Neste contexto, técnicas hibridas analitico-numeéricas vém ganhando destaque em
diversas &reas de interesse da engenharia, por garantirem maior confiabilidade dos resultados
por elas obtidos. Em particular, a Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG
(COTTA, 1998), é uma ferramenta com estas caracteristicas e vem demonstrando ser
poderosa e eficiente na solucdo de problemas de transferéncia de calor e massa, 0s quais,
geralmente, ndo possuem solucéo pelas técnicas analiticas classicas.

Neste sentido, o presente trabalho apresenta a solucdo de problemas difusivos
transientes com fontes uniformemente distribuidas em células cilindricas de secdo transversal
eliptica e que utilizam o didxido de urédnio, UO2, como combustivel. Para esta analise,
consideram-se as propriedades termofisicas variaveis, perfil de temperatura inicial uniforme e
condigdes de contorno de primeiro tipo (condicdo de Dirichlet). As dificuldades inerentes da
aplicacdo das condicGes de contorno em problemas com esta geometria sdo removidas
aplicando-se uma mudanca apropriada de coordenadas. Devido a natureza ndo-linear da
equacdo da difusdo do problema proposto, aplica-se a Técnica da Transformada de Kirchhoff
para a linearizacdo do termo difusivo da equacao da energia. Feito isso, a equacdo da energia
resultante € resolvida através da aplicacdo da TTIG e a evolucdo da distribuicdo de
temperatura é determinada utilizando-se corretamente as formulas de inversdo de todas as
transformacoes efetuadas. Calculam-se, entdo, os parametros fisicos de interesse para diversos
formatos elipticos e realiza-se a comparacdo, quando possivel, com os resultados obtidos
numericamente através do Método dos Volumes Finitos (PATANKAR, 1980) por meio do
software ANSYS/Fluent™ 16.0.

2. FORMULACAO MATEMATICA

Conforme proposto, serd estabelecido que o termo-fonte no problema fisico estudado é
uniformemente distribuido na pastilha de combustivel. Nao sera tratada aqui a transferéncia
de calor na camisa e na folga camisa-pastilna. Toda a analise serd feita somente para o
problema difusivo no material fissil. Como a variacdo da temperatura periférica da camisa é
relativamente desprezivel quando comparada com a magnitude das variacdes de temperatura
presentes em toda a célula, serd prescrito aqui a condicdo de temperatura constante no
contorno da pastilha. A equacdo da difusdo que trata da conservacdo da energia no dominio Q
e contorno 7', € dada por:

v.k(T)VT(x,y,t)Mgz=pcp(T)%;y"), {(xy)e@, t>0), M
T(x,yt)=T,, {(xy)erl, t>0}, )
Txy0)=Ti=T,, {(xy)e@}. 3)
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sendo que k (T) é a condutividade térmica do material, p € a massa especifica, cp (T) € o calor
especifico e & representa o termo-fonte, Tp & a temperatura da superficie da pastilha e Ti,

representa a condicao de temperatura inicial do problema.

2.1. Linearizacéo da Equacao da Difusdo

Para facilitar o procedimento analitico, a equacéo da difusdo sera adequadamente linearizada
através da aplicacdo da Transformada de Kirchhoff (OZISIK, 1993) sobre o potencial T(x,y,t):

4 1 aT*(x,y,t)

VZT*(X’y’t)+E:a(T*) Fra {(x,y)e, t>0}, (4)
TD

T;(x,y,t)=ki [KE)T=T;, {(xy)er >0}, 5)
0o

T'(xy0)=T"=T;, {(xy)e2}, (6)

com, a(T) =k (T)/ pcy (T) e T'(x,y,t). Os pardmetros T, e Ti" sdo, respectivamente, 0s
potenciais temperatura de contorno e inicial transformados.

2.2. Adimensionalizacdo da Equacéo da Energia

A ndo-linearidade que ocorre no coeficiente do termo transiente serd convenientemente
removida através da transformacdo de coordenadas que adimensionaliza a equacao da difuséo
de energia. Assim, na sua forma adimensional, Egs. (1), (2) e (3) s&o reescritas como:

vze(x,v,f)ﬂ:%ﬁ), (XY)e@ r>0l, @

0(XY,r)=6,=0, {(X\Y)el, >0}, (8)

O(X,Y0)=6=0, {(X)Y)e}, 9)

com:

X=—",y=" T:t“ST), e(x,Y,r)=[T*(X’2Y’T)_T;] Lol =25 o)
Lo Lyef LZ, L2, & Per

sendo que, Lrer representa um comprimento de referéncia, As representa a area da segédo
transversal do cilindro e Per o perimetro. Para o presente problema, foi admitido desprezivel
os efeitos de segunda ordem referente a variagdo local de r com a difusividade térmica na
transformacéo temporal de t para z . Para caracterizar as diversas possibilidades de contornos
de geometria eliptica emprega-se 0 pardmetro razdo de aspecto paspec dado por:

=1/L. (11)

P aspec
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sendo que | e L sdo, respectivamente, os comprimentos dos semi-eixos maior e menor da
elipse.

Os parametros geomeétricos de interesse sdo visualizados na Fig. 1. Observa-se
simetria em relagdo ao eixo X e ao eixo Y de forma que é suficiente considerar somente o
dominio em um quadrante conforme destacado pela regido sombreada.

v A I
T /- Q
2L 1 | »
& a X
2l

<
<

\

Figura 1 — Pardmetros geométricos e mudanga de coordenadas do sistema cartesiano para o sistema eliptico.

2.3. Transformacéo de Coordenadas

A conveniéncia de se proceder uma transformacdo de coordenadas adequada se deve ao fato
de que a sec¢do eliptica do sistema de coordenadas cartesianas nao permite uma representacao
simples de seu formato. O sistema ortogonal de coordenadas elipticas € utilizado, entdo, para
transformar o dominio original com contorno de formato eliptico no plano (X,Y) em um
dominio com contorno de formato retangular no plano transformado (u,v), como é mostrado,
para maior clareza, na Fig. 2.

v=v, ., Y=Y
P u=nn @ :
: v |
u=n2
> A
u=0 :
.............................. S -
iv=0
:u = 3n/2
Figura 2 — Mudangca de coordenadas do sistema cartesiano para o sistema eliptico.
As relagGes matematicas que representam esta transformacéo séo:
a
X =a*cos(u)cosh(v), Y =a*sen(u)senh(v), a*= T (12)

sendo que a é a distancia focal da elipse que é dada por:
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L

4= cosh(v,)

, Vo= arctanh[TLj, (13)

sendo que vo é 0 parametro que define o contorno no plano (u,v). Os coeficientes métricos, hy
e hy, 0 Jacobiano da transformacdo, J, e o Operador Laplaciano, 0, sdo determinados pelas
seguintes relagoes:

h, (u,v)=hv(u,v)=a*[sen2(u)+ senhz(v)]]/2 : (14)
CAXY) o )
J(uv)= Auv) =a [sen (u)+senh (v)] (15)

Para o dominio compreendido em um quadrante, a equacdo da difusdo e as condi¢des
iniciais e de contorno no sistema de coordenadas elipticas sdo dadas por:

%0(u,v,z) . %0(u,v,z)

+J(u,v):J(u,v)M,{0£u££, 0<v<y,, r>0}, (16)

ou’ ov? ot 2
Ouv0)=0, {0<u<z/2, 0<v<yv,}; (17)
a6(u,v,7) :
=0 {u=0, u=z/2 0<v<y,, 7>0}; (18)
20(u,v,7)
—5 =0 {0<u<z/2, v=0, >0} (19)
Ouv,z)=0, {0<u<z/2, v=v,, >0}, (20)

2.4. Aplicagdo da TTIG

Os perfis de temperatura caracteristicos do problema proposto serdo obtidos a partir da
aplicacdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG sobre sua equacgao
caracteristica. Devido a sua propriedade bidimensional, o potencial &u,v,7) sera escrito em
termos de uma expansdo em autofungdes normalizadas obtidas de problemas auxiliares de
autovalor para cada coordenada espacial (APARECIDO, 1997). Portanto, a aplicacdo da
TTIG, para cada um dos problemas propostos, sera feita em partes. Considere o seguinte
problema auxiliar de autovalor:

d;";gu)wzw(u):o, {0<u<n/2}, (21)
w'(0)=0, y'(z/2)=0. (22)
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Os autovalores e as autofuncgdes associados a este problema séo:
w=2(1-1), w(u)=cos(u), i=123.. (23)

As autofuncgdes acima sdo ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte par
transformada-inversa:

0,(v,7) :”f 2Ki (u) O(uy,7)du, transformada; (24)
0
6(uv,z)= i Ki(u)@;(v,z), inversa. (25)

i=1

sendo que 6, (v,r) é o potencial transformado em u e K; (u) séo as autofungdes normalizadas:

7l2 /2’ =1
{72’ i (26)

()= N T

Efetuando o produto interno das autofunces normalizadas K; (u) com a equacéo da difusédo e
fazendo uso das condicdes de contorno dadas pelas Egs. (18), (19) e (20) e da equacdo que
define o problema auxiliar de autovalor, Eg. (21), obtém-se que:

iAj(v)aeg(:'r)+yi267i(v,r):62§5¥’7)+Ci(v), i =1,2,3... (27)
Aij(v):”izKi(u)Kj(u)J(u,v)du, ci(v):”i?i(u)a(u,v)du. 28)

Para proceder a transformacéo integral relativo a coordenada v, considere o seguinte
problema de autovalor:

d;ﬁgv)+f¢(v)= 0, {0<v<v}; (29)
#(0)=0, 4(v)=0. (30)

Os autovalores e as autofuncgdes para este novo problema auxiliar sdo:

ﬂm:w’ ¢n(v)=cos(2,v), m=123.. (31)

As autofuncgdes ¢, (v) sdo ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte par
transformada-inversa:
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Vo 7l?2

0. (r)= [ [KiW)Z,(v)6(uvzr)dudv, transformada; (32)
O(uv,r)= 22 ()Z,()8;, (), inversa. (33)

sendo que, Zm(Vv) sdo as autofuncdes normalizadas e sao dadas por:

Z (v)= ¢m( ) j¢ v)dv = (34)

Yo
2

sendo que, Mm séo as integrais de normalizacéo.

A transformacdo integral sobre a coordenada v ¢ feita efetuando-se o produto interno
das autofunc6es normalizadas Zm(v) com a equacao diferencial transformada na coordenada u.
Feito isso, fazendo uso das condi¢des de contorno e das propriedades de ortogonalidade das
autofuncbes correspondentes ao problema auxiliar de autovalor em v, obtém-se a seguinte

relag&o para o potencial transformado 6, (z):

I

é i;lsijmnw%r(fh[y, +2]6.()+Dy=0, im=123.. (35)
By = [ 200) 2,00) A =" [ (0) Ky 0) Z4(0)2,(0) Iu.v)du v, (@)
Din = —Vf Z,(v) C;(v)dv = —ﬂfz vai(u)Zm(v)J(u,v)du dv. (37)

.....

Vo /2

610(0)= [ [ Ki(0)Z, (00w @)

0

O potencial transformado Gzim (r) pode ser obtido numericamente quando se trunca a
expansdo para uma dada ordem M e N:
M N 5 )
z ZBljmn +[ +4 ]elm Dlm:O' (39)

n=1l j=1

O potencial temperatura &u,v,7) € obtido, entdo, através da formula de inverséo dada:

I

>

Ouvr)=3 2K ()Z, ()

i=1 m=1

im(7). (40)
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2.5. Parametros Fisicos de Interesse
2.5.1. Constante de Tempo

Para a andlise dos problemas em questdo € conveniente que se estabeleca um parametro
apropriado capaz de verificar o comportamento transiente da difuséo de calor em funcéo da
razdo de aspecto. Para tal, € definida a funcdo potencial temperatura normalizada 6, (u,v,7)

em termos da temperatura maxima do dominio no regime permanente, 6,,, ():

(41)

Consequentemente a esta definicdo, o potencial normalizado maximo e medio que
ocorre no dominio, para um dado instante z, sdo dados por:

, 0 . .
Onmex (7) = gmax((;) O ()= —ged (z('z;) : (42)
méx méd

Da Equacdo (28), observa-se que o potencial ¢, . (r) estara compreendido no

intervalo [0,1]. Assim, define-se a constante de tempo z como sendo 0 pardmetro que
determina o tempo necessario para que a temperatura 6, .. (r) esteja a 1/e do seu valor em

regime permanente, ou seja,

Ot (s :{1— 1} =0,63212. (43)
gméx (oo) e

2.5.2. Temperatura Média

A temperatura média no dominio em um dado instante = é expressa por:

. - vo 77/2
9méd(f)=[-rmed();’Y’T) Tp]k=ij6’(X,Y,r)dA:ij0 [o(uv,7) I(u,v) du dv. (44)
Lver As A As o 0

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Os coeficientes Bijmn € Dim, Necessarios para o calculo do potencial transformado @, , foram

obtidos a partir de integracdo pelo Método de Quadratura de Gauss. Para coeréncia na
formulacdo numérica, os valores das autofungdes e do Jacobiano da transformacdo foram
também calculados nos pontos de quadratura. Este potencial transformado foi calculado
resolvendo-se o sistema de EDO, com o auxilio da rotina computacional DIVPAG da
Biblioteca IMSL Fortran™ (IMSL LIBRARY, 1979). Foi observado que a convergéncia da
série que determina o potencial temperatura fica mais lenta no inicio do transiente (7 < 0,01),
principalmente quando a razdo de aspecto tende a 1. Para estes casos € necessario truncar a
série que determina o potencial temperatura & (u,v,7) em uma ordem N, M superior a 25
termos para se obter um minimo de 4 digitos de precisdo. A medida que r aumenta, observa-
se que a série converge com um ndmero bem menor de termos.
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Ap0s este procedimento, utilizando-se corretamente das formulas de inversao de todas
as transformacdes efetuadas, os resultados dimensionais para a célula de UO- especificada sdo
obtidos considerando-se as propriedades termofisicas variaveis. A condutividade térmica
(FINK, 2000) e o calor especifico (CARBAJO et al., 2001), que variam devido as grandes
variacOes de temperatura a que esta submetido o material, sdo dados respectivamente, por:

k(T):( 4040, 00132 goooresT j (45)
464 +T
c,(T)=c+2c,0+3¢,0% +4c,0° +5¢, 0" —¢, 07, (46)

sendo que, ambas as propriedades termofisicas sdo dadas no SI, ® = T/1000, T ¢é a
temperatura termodindmica absoluta [K]; ¢€1=193,2380; c,=162,8647; cs= -104,0014;
€4=29,2056; cs= —1,9507 e cs=2,6441.

A Tabela 1 apresenta as condigdes iniciais e de contorno para 0 problema estudado,
além do valor do termo-fonte. A taxa de geracdo térmica é determinada de forma que o nivel
de temperatura no centro da célula atingisse, em regime permanente, valores tipicos que sao
da ordem de 1.800 K.

Tabela 1 — Pardmetros térmicos e geométricos da pastilha de UO; estudada.
Parametro de Interesse

Temperatura na condig&o inicial Ti 700 K
Temperatura na condigéo de contorno T 700 K
Termo-fonte & 580 | MW
Area da secdo da pastilha do reator PWR | A | 78,5 | mm?

A Figura 3 ilustra o comportamento da distribuicdo da temperatura na célula de
combustivel nuclear eliptica considerando uma razdo de aspecto igual a 0,5. A Tabela 2
apresenta os resultados obtidos para o comportamento transiente da temperatura dimensional
da célula de UO, de mesma razdo de aspecto, considerando-se as propriedades termofisicas
constantes e variaveis.

Na Tabela 2 pode ser observado que a temperatura em regime permanente para a
célula com propriedades constante supera em aproximadamente 70K a temperatura obtida
para 0 modelo de célula com propriedades variaveis. Este valor corresponde a uma diferenca
de 6% quando comparada com o intervalo de 700K (condicéo inicial) a 1.813K (condic¢éo em
regime permanente). Nesta mesma tabela, ainda foi apresentada uma comparacdo com 0sS
resultados obtidos numericamente pelo Método dos Volumes Finitos através do software
ANSYS/Fluent™ 16.0 para o problema de propriedades termofisicas variaveis. Como pode ser
observado, ha uma boa concordancia entre os resultados, principalmente no inicio e no fim do
periodo transiente. As diferencas maximas que ocorrem em um mesmo instante de tempo séo
da ordem de 20K, o que corresponde a aproximadamente 2% do intervalo de temperatura
verificando durante o transiente.
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Temperatura [K]
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1600.0
1525.0
1450.0
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1000.0

925.0

850.0

775.0

700.0

" 1400.0

" 1200.0

Temperatura [K]

> 1000.0

* 800.0

Figura 3 — Distribuicdo de temperatura T(X,Y) em uma célula de combustivel nuclear eliptica

considerando paspec = 0,50 € 7=z

Tabela 02 — Valores da temperatura para a célula de combustivel de UO2, paspec = 0,50.

t[s] Propriedades constantes Propriedades variaveis

Tmax [K] Tmed [K] Tmax [K] Tma® [K] Tmed [K]
0,02 703,50 703,30 703,40 703,50 703,30
0,04 707,50 707,00 706,90 706,90 706,40
0,06 710,00 709,30 710,30 710,40 709,50
0,10 719,90 718,10 717,10 717,90 715,30
0,19 744,80 738,60 733,90 733,80 729,10
0,38 784,70 768,70 766,60 768,40 753,50
0,57 834,50 802,90 798,30 801,70 775,30
0,95 923,20 857,20 858,70 865,50 813,00
1,34 994,90 896,90 915,20 924,00 845,40
1,91 1128,00 964,60 992,80 1006,40 886,80
3,81 1457,70 1114,60 1202,10 1220,30 987,40
5,72 1648,20 1195,20 1355,50 1377,90 1053,60
9,54 1813,30 1263,20 1556,30 1580,20 1131,50
13,35 1863,30 1283,60 1670,40 1684,00 1170,60
19,07 1881,30 1291,00 1755,50 1764,00 1196,40
38,14 1884,80 1292,40 1811,10 1812,90 1210,20
49,59 1884,80 1292,40 1813,40 1813,60 1210,60
51,49 1884,80 1292,40 1813,50 1813,60 1210,60
53,40 1884,80 1292,40 1813,60 1813,60 1210,60
55,31 1884,80 1292,40 1813,60 1813,60 1210,60

@ Método dos Volumes Finitos com o auxilio do software ANSYS/Fluent ™ 16.0
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E, finalmente, na Tabela 3 e na Fig. 4 sdo apresentados os resultados obtidos para o
comportamento das constantes de tempo maxima e média em funcdo da razdo de aspecto da
célula de combustivel nuclear de secdo transversal eliptica. De uma maneira geral, os valores
das constantes de tempo maxima e media aumentam com o aumento da raz&o de aspecto.

Tabela 03 — Contantes de tempo méaxima e média.

Paspec Téx Tinéd

0,10 0,1790 0,1383
0,20 0,2038 0,1549
0,30 0,2422 0,1805
0,40 0,2907 0,2133
0,50 0,3400 0,2496
0,60 0,3717 0,2816
0,70 0,3741 0,3021
0,80 0,3671 0,3097
0,90 0,3545 0,3083

e 045 T T T T

0.40

0.35

0.30

0.25

0.20

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

paspec
Figura 4 — Comportamento das constantes de tempo maxima e média em funcéo da razdo de aspecto.

4. CONCLUSOES

A utilizagéo de técnicas hibridas analitico-numéricas para solugdo de problemas difusivos e
difusivo-convectivos tem conquistado a comunidade técnico-cientifica devido a sua preciséao e
ao seu baixo custo computacional quando comparado aos metodos puramente numéricos.

Neste contexto, foi analisado no presente trabalho o problema difusivo transiente com
fontes uniformemente distribuidas e propriedades termofisicas variaveis em cilindros de secédo
transversal eliptica submetidos a condi¢des de contorno de primeiro tipo (condicdo de
Dirichlet) utilizando a Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG para a solugéo
da equacgdo da energia. Para facilitar o procedimento analitico, a equacdo da difusdo foi
linearizada através da aplicacdo da Transformada de Kirchhoff e foi realizada uma mudanca
do sistema de coordenadas.
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Foi observado que a expansdo que determina o potencial temperatura apresenta
convergéncia lenta no inicio do transiente. Constantes de tempo definidas em relacdo a
temperatura maxima e a temperatura média foram também calculadas para diversas razfes de
aspecto da célula de combustivel nuclear eliptica.

Finalizando, neste trabalho a TTIG foi aplicada com sucesso na obtengdo de solugédo
de problemas difusivos transientes multidimensionais, ressaltando, aqui, o problema com
dominio de geometria eliptica, o qual ndo admite solucdo pelas técnicas analiticas classicas.
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