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Resumo: Estruturas treliçadas têm um vasto campo de aplicações na engenharia. Sua flexibilidade de forma e 

dimensões, resistência elevada, peso próprio relativamente reduzido se comparado com outros modelos estruturais, 

são alguns dos fatores que possibilitam sua utilização em grande escala (STOLPE, 2015). Por serem estruturas 

bastante suscetíveis a diferentes configurações, técnicas de otimização surgem como uma ferramenta auxiliar ao 

projetista, trazendo parâmetros para o pré-dimensionamento dessas estruturas e proporcionando um projeto mais 

econômico e eficiente. O presente trabalho traz um estudo referente à otimização de treliças, voltado para a redução 

do  peso dessas estruturas, utilizando diferentes estratégias de otimização. Com o objetivo de validar os estudos 

numéricos, modelos reduzidos constituídos por palitos picolé e cola para madeira foram construídos e submetidos 

às cargas de projeto. Os ensaios realizados evidenciam a efetividade do dimensionamento otimizado. 
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OPTIMIZATION OF DIMENSIONS, GEOMETRY AND 

TOPOLOGY OF TRUSSES: EXPERIMENTAL EVALUATION 

THROUGH POPSICLE STICKS STRUCTURES 
 
Abstract: Truss structures have a wide field of applications in engineering. Its flexibility of shape and dimensions, 

high resistance and relatively low self weight compared to other structural models are the factors that allow its use 

on a large scale. Given the possibility of several possible configurations, optimization techniques can be 

sucessfully applied as an auxiliary tool to the designer, bringing parameters to the pre-dimensioning of these 

structures and providing a more economical and efficient design. The present work presents a study on the 

optimization of trusses, aimed at reducing the weight of these structures, using different optimization strategies. 

In order to validate the numerical studies, reduced models consisting of popsicle sticks and wood glue were 

constructed and submitted to design loads. The tests performed show the effectiveness of the optimized design 
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1. INTRODUÇÃO 

Treliças possuem uma aplicabilidade muito ampla em problemas de engenharia. São formadas, 

basicamente, por barras interligadas entre si por meio de nós articulados. Quando o 

carregamento é aplicado apenas nesses nós, os elementos da treliça são submetidos a esforços 

normais de tração ou compressão. Com sua grande liberdade de diferentes formas e 

configurações estaticamente possíveis para vencer um vão ou suportar um determinado 

carregamento, surge um grande desafio ao projetista no que diz respeito à solução ótima de 

projeto. Nesse contexto, é viável a utilização de ferramentas de otimização baseadas em 

processos iterativos, visto que a grande gama de soluções factíveis inviabiliza o método da 

tentativa e erro, uma metodologia pouco eficiente na busca de soluções mais racionalizadas.  

1.1. Otimização de estruturas 

 Conforme definição de Oliveira e Falcón (2013), existem três tipos de otimização que 

mais se destacam em treliças: dimensional, geométrica e topológica. Na otimização 

dimensional são tomadas as dimensões de um elemento como variáveis, como por exemplo, as 
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áreas das seções transversais dos elementos, as quais podem ser variáveis contínuas ou discretas 

(por exemplo, selecionadas de uma lista pré-definida de perfis). A otimização topológica busca 

a melhor distribuição de material dentro do domínio de projeto. Por último e não menos 

importante, a otimização geométrica, que é aquela em que a forma da estrutura é tomada como 

variável. É comum e mais eficiente empregar mais de um tipo de otimização de forma 

simultânea. 

 De um modo geral, um problema de otimização pode ser descrito por: 

 

 minimizar ou maximizar               f ( x i ) i =  1, n, (2.1) 

 sujeito a                                         g j ( x i )  ≤  0        j =  1, m, (2.2) 

                                                       h k (x i)  =  0      k =  1, l (2.3) 

                                                        x 𝑖𝑙  ≤  x i ≤  x 𝑖𝑢 (2.4) 

onde f designa a função objetivo e X = (x1, x2, ..., xn)T consiste no vetor das variáveis de 

projeto. As demais funções são restrições do problema (respectivamente, restrições de 

desigualdade g, de igualdade h e restrições laterais ou canalizadas, com limite inferior l e limite 

superior u. Dentre todos os projetos, procura-se aquele de menor custo, porém todo sistema 

deve ser projetado e fabricado para uma quantidade de recursos limitada ou para certas 

condições que garantam sua utilidade (MASSERA, 2006). 

 

2. FERRAMENTAS COMPUTACIONAIS 

Neste trabalho são apresentados alguns casos de otimização, onde o objetivo é a redução do 

peso próprio da estrutura tomando-se como referência uma configuração idealizada sem 

emprego de técnicas de otimização. Para a realização do estudo foram utilizadas duas 

ferramentas computacionais, sendo que uma permite tanto a otimização dimensional como 

geométrica, e outra a otimização topológica. 

  

2.1 Software de Otimização Cometa 

 É um software de otimização de treliças planas. Tal ferramenta é baseada na técnica de 

otimização heurística Simulated Annealing. Inicialmente proposto por KIRPATRICK et al. 

(1983), o Simulated Annealing é um método de otimização que funciona de forma análoga ao 

processo termodinâmico de recozimento dos metais. Se mostra bastante eficiente pela 

capacidade de escape de mínimos locais. Um maior detalhamento do software, bem como sua 

aplicabilidade específica em treliças, pode ser encontrado em (KRIPKA, 2004) e (KRIPKA e 

DREHMER, 2005). 

 Na implementação do sistema, o problema de otimização foi formulado da seguinte 

forma:  

Minimizar                                    𝑓(𝐴, 𝑦) = 𝑊 = ∑ 𝜌 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 𝐿𝑖 (2.1.1) 

 sujeito a                                       𝜎𝑖 ≤ 𝜎𝑎 (2.1.2) 

                                                  𝑢𝑖 ≤ 𝑢𝑎 (2.1.3) 

                                                  𝐴 ∈ 𝑆 =  {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚} (2.1.4) 
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                                                  𝑦′ ≤ 𝑦𝑖 ≤ 𝑦𝑢 (2.1.5) 

 A função objetivo W, representa o peso total da treliça, onde a mesma é função da área 

da seção transversal (A) dos elementos e das coordenadas dos nós (y). Na mesma equação, ρ é 

o peso específico do material e L o respectivo comprimento dos n elementos que formam a 

treliça. A inequação (2.1.2) implica a restrição de tensão, onde a tensão atuante no i-ésimo 

elemento (σi) deve ser menor ou igual a tensão admissível (σa). Para a escolha das seções 

transversais têm-se que, a seção A escolhida para o elemento deve pertencer ao conjunto pré-

determinado de perfis (equação (2.1.4)). Por último, a inequação (2.1.5) impõe limites para as 

coordenadas dos nós. 

 

2.2. Software BESO 2D 

 Criado por pesquisadores da RMIT University, da Austrália, o BESO 2D (Bi-direcional 

Evolutionary Structural Optimisation) é uma ferramenta de otimização evolucionária, voltada 

para a otimização topológica de elementos contínuos (chapas). Inicialmente, define-se uma 

malha de elementos finitos que circunscreva todo domínio de projeto e suas condições de 

contorno. O método em detalhes, juntamente com o software utilizado, pode ser encontrado em 

(HUANG e XIE, 2010)  e (ZUO, 2010). Em um processo iterativo, a redução da massa da 

estrutura se dá a partir da análise de tensões atuantes na estrutura, controlada pela inequação 

(2.2.1), onde 𝜎𝑒
𝑣𝑚 são as tensões principais de Von Misses do elemento “e”, e 𝜎𝑚á𝑥

𝑣𝑚  são as 

tensões máximas da estrutura em determinada iteração. RR é um fator denominado como razão 

de rejeição, aplicado para controlar o processo de remoção (0,0 ≤ RR ≤ 1,0). Em cada iteração, 

os elementos que satisfazem a equação (2.2.1) são retirados da estrutura.  

 

𝜎𝑒
𝑣𝑚 < 𝑅𝑅𝜎𝑚á𝑥

𝑣𝑚  (2.2.1) 

RRi+1 = RRi + ER        i = 1,2,3... (2.2.2) 

 Quando não há mais elementos que atendam a inequação (2.2.1), o processo de 

otimização segue mediante a adição de uma razão de evolução (RE) à razão de rejeição (RR). 

Assim, um novo ciclo de análise se inicia até que não haja mais elementos que atendam o 

critério de remoção com a nova RR. A RR será atualizada pela equação (2.2.2) até a obtenção 

de uma configuração otimizada. De uma forma geral e mais simplificada, pode-se dizer que, 

durante o processo de otimização, os elementos que pouco contribuem para a estabilidade do 

conjunto estrutural são removidos de forma gradual e sistemática. 

 

3. OTIMIZAÇÃO APLICADA AO DIMENSIONAMENTO DE GUINDASTES DE 

PALITOS DE PICOLÉ 

Com o objetivo de testar e comprovar experimentalmente a economia e eficiência 

proporcionadas pelo emprego de técnicas de otimização, optou-se pela construção de um 

modelo treliçado composto unicamente por palitos de picolé e cola para madeira. A opção por 

esse tipo de modelo se deu tomando-se como referência competições voltadas ao ensino de 

engenharia ocorridas na própria Universidade de Passo Fundo. Desde o ano de 2016, o curso 

de Engenharia Civil promove a Competição de Guindastes de Palitos de Picolé, tendo como 

referência uma atividade semelhante ocorrida na Universidade Federal do ABC. No Brasil, até 

onde se sabe, pouco se desenvolveram atividades semelhantes envolvendo o mesmo tipo de 

material, o que é bom sob o ponto de vista de escassez de referências disponíveis. Dessa 

maneira, os alunos participantes tendem a idealizar e construir o próprio modelo, e não 

reproduzir projetos prontos encontrados na internet, por exemplo. Nesse contexto, a aplicação 
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das técnicas de otimização a esse problema se torna interessante, pois não há uma geometria 

consagrada como a de melhor desempenho. O objetivo geral da competição da UPF é construir 

um guindaste que resista a um determinado carregamento, obedecendo certos limites 

dimensionais e que tenha o menor peso próprio (BERNARDI , et al, 2016). As dimensões 

limites adotadas na edição de 2017 da competição estão esquematizadas na Figura 1. 

 

 

Figura 1: Dimensões limites para o modelo (Competição de Guindastes de Palito de Picolé da UPF – dimensões 

em centímetros) 

As propriedades do material (madeira), foram obtidas através de ensaios de laboratório 

realizados na Universidade de Passo Fundo, cujo resultados estão relacionados na Tabela 1. A 

resistência de projeto assumida foi a de valor médio. 

 
Tabela 1: Dados obtidos nos ensaios de caracterização do material (Competição de Guindastes de Palito de 

Picolé da UPF) 

Propriedade 
Valor médio 

Unidade 
1 palito 2 palitos 

Resistência a tração 888,31 2123,93 N 

Resistência a compressão 49,72 415,72 N 

Peso específico 0,61 (g/cm³) 

 

 Os palitos de referência possuem dimensões médias de: 115mm de comprimento, 2mm 

de largura e 10mm de espessura. Indiretamente, através da fórmula de Euler (Equação 3), 

obtém-se o módulo de elasticidade (E) do material. Para os dados do ensaio, tem-se E igual a 

10219 MPa. A tensão admissível média obtida através ensaios foi de 32 MPa. Ambos os valores 

foram utilizados na caracterização mecânica dos materiais nas análises efetuadas nesse 

trabalho. 

𝑃𝑐𝑟 =
π2E I

Le²
 

(3) 

Onde: Pcr = Carga crítica de flambagem; 

E = Módulo de elasticidade ou módulo de Young; 

I = Inércia da seção transversal; 

Le = Comprimento de flambagem. 
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 Quanto às seções transversais, considerou-se nas análises a possibilidade de as mesmas 

serem constituídas pela união de um, dois ou três palitos (denominadas por seção 1, seção 2 e 

seção 3, respectivamente). As propriedades geométricas para os três diferentes grupos de seções 

estão relacionadas na Tabela 2. 

 
Tabela 2: Propriedades das seções transversais adotada nas análises 

Identificação da seção Área (mm²) Inércia (mm4) 

Seção 1 22,5 9,58 

Seção 2 48 92,61 

Seção 3 67,5 256,29 

  

 Apesar de as estruturas finais comporem modelos espaciais, para o dimensionamento 

foram consideradas simplificadamente como bidimensionais (estruturas planas). 

 

4. SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

4.1. Caso 1 

A proposta desse caso é otimizar uma estrutura inicial (Figura 2), denominada aqui como 

Protótipo 1, desenvolvida por tentativa e erro. O Protótipo 1 foi construído de tal forma que 

respeitasse os limites dimensionais apresentados esquematicamente na Figura 1, e que 

suportasse uma carga mínima de 164 N no ponto de aplicação da carga. Para o projeto 

simplificado da estrutura em duas dimensões foi considerada a metade do carregamento (82 N) 

para cada treliça. O dimensionamento foi feito através dos esforços obtidos pelo software Ftool. 

Tal projeto se deu a partir de geometria definida empiricamente. A massa total da treliça 

bidimensional foi de 74,83 gramas. 

 

Figura 2: Estrutura de referência (Protótipo 1) 

 Para otimização do Protótipo 1 foi utilizado o software de otimização descrito no item 

2.1. Em uma primeira etapa foram empregadas apenas as seções transversais como variáveis de 

projeto, retiradas da Tabela 2. A Figura 2(a) mostra o Protótipo 1 com as seções otimizadas. 

Posteriormente foram inseridas também as coordenadas dos nós como variáveis, resultando 
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numa estrutura de diferente geometria e de menor peso próprio. Durante a otimização 

geométrica alguns nós se aproximaram a ponto de formarem um único nó. Nesse caso, no 

processo de otimização dimensional e de forma, há a necessidade de eliminar os elementos que 

conectam esses nós, e eliminar o nó a ser colapsado (SILVA, 2015). A treliça otimizada é 

mostrada na Figura 2(b). A cor vermelha representa os elementos de Seção 1 (um palito) e a 

cor verde os de Seção 2 (dois palitos). 

 

 
Figura 3: Resultados das simulações: (a) Otimização de seções (Simulação 1); (b) Otimização geométrica 

(Simulação 2) 

 

4.2. Caso 2 

 Na tentativa de idealizar uma estrutura ainda mais eficiente, buscou-se uma ferramenta 

de otimização adicional. A partir de pesquisa bibliográfica, percebeu-se a existência de vários 

estudos recentes na área de otimização topológica (OT). Em diversos casos, a otimização via 

métodos computacionais evolucionários se mostra bastante eficiente. Por este motivo, optou-se 

pela utilização do software BESO 2D. Inicialmente, partindo dos limites dimensionais da 

Figura 2, foram criados dois domínios de projeto, visto  que o modelo resultante muito depende 

do ponto de partida e das considerações feitas pelo projetista ao longo do processo. O domínio 

de projeto é discretizado numa malha de elementos finitos, representadas pelas cores mais claras 

da Figura 4(a) e Figura 5(a). A otimização topológica se dá a partir da análise de tensões 

atuantes em cada elemento finito da malha. Os elementos com tensões relativamente pequenas 

são excluídos. A cada nova iteração, a tensão relativa passível de retirada recebe um acréscimo, 

restando ao final apenas os elementos mais solicitados, indicando o “caminho” de tensões que 

o carregamento gera na estrutura até o meio exterior (apoios). A quantidade de material a ser 

mantido e/ou retirado é definida pelo operador. O modelo final da otimização topológica é 

representado pelas cores mais escuras da Figura 4(a) e Figura 5(a). 

 Para idealização de um modelo de estrutura treliçada através da solução via otimização 

topológica, foram necessárias algumas considerações. Na OT, o elemento de chapa é 

simplificadamente considerado como bidimensional. Como elementos esbeltos sujeitos à 

compressão estão suscetíveis a flambagem, diminuir o comprimento de tais elementos com 

travamentos passa a ser uma boa alternativa. As Figuras 4(b) e 5(b) mostram as treliças 

simplificadas geradas pelos autores. Observa-se que a otimização topológica fornece uma ideia 
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da configuração ótima. No entanto, necessita da interferência do projetista para gerar uma 

estrutura com grau mínimo de exequibilidade. 

 

a)  b)  

Figura 4: Resultados da simulação para o domínio de projeto 1: (a) Otimização topológica; (b) Treliça idealizada 

a partir da otimização topológica 

 

a) b)  

 
Figura 5: Resultados da simulação para domínio de projeto 2: a) Otimização topológica; b) Treliça idealizada a 

partir da otimização topológica 

 Para o dimensionamento das treliças foi utilizado novamente o software de otimização 

Cometa. As coordenadas dos nós e as seções transversais dos elementos também foram tomadas 

como variáveis. Neste caso, foram mantidos apenas os limites dimensionais do ponto de 

aplicação da carga (balanço de 25cm e altura de 45cm). As Figuras 6(a) e 6(b) mostram as 

estruturas obtidas através da otimização geométrica e de seções a partir das treliças idealizadas 

através da solução da OT. A análise efetuada a partir do modelo gerado para o domínio de 

projeto 1 é designada como Simulação 3, enquanto que a análise para o modelo do domínio de 

projeto 2 é tida como Simulação 4. 
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Figura 6: Resultados da otimização dimensional e geométrica a partir das treliças da OT: a) Simulação 3; b) 

Simulação 4 

 Através das simulações efetuadas pode-se observar que, conforme cresce o número de 

variáveis envolvidas no problema, mais promissores são os resultados. A primeira simulação, 

apesar de possuir apenas as seções transversais dos elementos como variáveis de projeto e ser 

de solução relativamente simples, já gera significativa redução de material. A simulação que 

proporcionou a solução mais racionalizada foi a 3a, conforme mostra a Tabela 3, a qual 

combinou as otimizações topológica, geométrica e dimensional. O comparativo de redução é 

relativo ao modelo de referência (Protótipo 1), idealizado por tentativa e erro. 

 
Tabela 3: Resultados das simulações numéricas 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. VALIDAÇÃO EXPERIMENTAL 

Para comprovação experimental, optou-se pela construção do Protótipo 1, que é a estrutura de 

referência idealizada a partir de tentativa e erro, e a treliça gerada na 2ª simulação, doravante 

designadas por Modelo 1 e Modelo 2, respectivamente, conforme modelos apresentados nas 

Figuras 7(a) e 7(b). Apesar da estrutura gerada na 3ª simulação apresentar o menor consumo de 

material, foram escolhidas as treliças de maior facilidade de execução. Para compor a estrutura 

espacial, foram unidas duas treliças idênticas dimensionadas como bidimensionais por meio de 

contraventamentos. A Figura 8 mostra as estruturas construídas e a Figura 9 os respectivos 

ensaios de carga. Os ensaios são realizados pela aplicação de cargas de anilhas no suporte, 

totalizando os 16,4 kgf (164 N) de projeto. Os apoios são simulados pela fixação da estrutura à 

base por meio de sargentos. 

Simulação Peso final (gramas) Redução (%) 

Protótipo 1 74,83 - 

1ª 70,25 6,12 

2ª 59,18 20,91 

3ª 47,33 36,75 

4ª 61,77 17,45 



Revista de Engenharia e Tecnologia  ISSN 2176-7270 

 

V. 11 No. 1, Abr/2019                                                                                Página 65 

 

Figura 7: Geometria dos modelos construídos: a) Modelo 1; b) Modelo 2 

 

  a)         b)  
Figura 8: Modelos construídos: a) Modelo 1; b) Modelo 2 

 

a)    b)   

Figura 9: Ensaios: a) Modelo 1; b) Modelo 2 
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 A partir da Tabela 4 percebe-se que ambas as estruturas resistiram ao carregamento de 

projeto, sendo que para o Modelo 2 a relação carga/peso próprio é cerca de 26,5% superior. 

Destaca-se também que o carregamento de projeto não ocasionou ruptura em nenhum ponto 

das estruturas no momento do ensaio. 

 
 Tabela 4: Resultados obtidos pelos ensaios 

 

 

6. CONCLUSÕES 

O presente trabalho objetivou a redução do peso próprio de treliças através de técnicas de 

otimização. Com essa finalidade, foram efetuadas análises e simulações numéricas em 

softwares de otimização, visando a obtenção de soluções mais racionalizadas (soluções ótimas). 

Percebeu-se que, desde a primeira simulação, já foi possível obter certa economia de material. 

No entanto, quanto maior o número de variáveis de projeto, melhor é o resultado obtido. Isso 

se dá pelo crescimento acentuado do número de combinações possíveis e, consequentemente, 

da complexidade do problema. De modo geral, os resultados obtidos comprovam grande 

economia com a aplicação de métodos de otimização. Por último, destaca-se que ambas as 

estruturas construídas resistiram ao carregamento de projeto, evidenciando que a otimização da 

estrutura se deu sem perda de resistência. 
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