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Resumo: Este trabalho tem como objetivo a abordagem tedrica e pratica do método da rigidez direta, a
aplicacdo de mudanca de temperatura a qual gera tensbes no corpo rigido, em paralelo, a abordagem de
relagBes constitutivas de um corpo, assim como a utilizacdo da notacdo matricial e indicial no
desenvolvimento do mesmo. A aplicagdo em uma barra tracionada se da por conta da simplicidade e
didatica de seu desenvolvimento, onde é introduzido o conceito da matriz de rigidez. Para a barra em
estudo é considerado que: ndo ha incidéncia de forca cortante e/ou momento fletor; forgas apenas axiais
aplicadas; e é vélida a Lei de Hooke. Apo6s o estudo tedrico do método, € feito um estudo pratico de uma
barra submetida a uma forga axial e a uma variacdo de temperatura arbitrarios, onde sdo obtidos: a matriz
de rigidez global; os deslocamentos dos nds; e as reagfes nos nos restringidos. Foi utilizado também o
programa Ftool para validagdo dos resultados. No passo a passo de célculo do desenvolvimento do
método foi utilizada a notagdo matricial e indicial. Os resultados mostraram que o Método é pertinente, ja
gue os valores encontrados no programa Ftool (2019) foram similares aos obtidos no exemplo pratico de
aplicacdo em uma barra.

Palavras-chave: Método dos deslocamentos, Matriz de rigidez, Notacéo indicial, Relagdes constitutivas.

DIRECT STIFFNESS METHOD: APPLICATION IN A BAR

Abstract: This work aims at the theoretical and practical approach of the direct stiffness method, the
application of temperature variation which generates tensions in the rigid body, in parallel, the approach
of constitutive relations of a body, as well as the use of matrix and indicial notation during the
development. The application in a tensioned bar is due to the simplicity and didactics of its development,
where the concept of the stiffness matrix is introduced. For the bar under study it is considered that: there
is no incidence of shear force and / or bending moment; axial forces applied only; and Hooke's Law is
valid. After the theoretical study of the method, a practical study of a bar subjected to an axial force and
to an arbitrary temperature variation, where is obtained: the global stiffness matrix; the displacements of
the nodes; and the reactions in the restrained nodes. The Ftool (2019) program was also used to validate
the results. The matrix and indicial notations were used on the development of the method. The results
showed that the method is pertinent, since the values found in the Ftool (2019) program were similar to
those obtained in the practical example of application in a bar.

Keywords: Displacement method, Stiffness matrix, Indicial notation, Constitutive relations.

1. Introducgéo

Os problemas de Engenharia de Estruturas se utilizam de vérias ferramentas
mateméticas oriundas do Célculo Diferencial e Integral, Algebra Linear, Calculo
Numeérico, etc. Estas possibilitam a formulagdo de métodos de analise estrutural e
dimensionamento (RIBEIRO et al., 2017). Por exemplo, um dos métodos de anélise de
estruturas que se utiliza da Algebra Linear é o Método dos Deslocamentos, que tem sua
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formulacdo matematica similar ao Método das Forgcas. O Método dos Deslocamentos
pode ser aplicado na analise de estruturas hiperestaticas que possuem grande quantidade
de equacdes envolvidas, de onde surge a necessidade do auxilio de computadores para
sua resolucdo. Uma variacdo deste método é o Método da Rigidez Direta, que é objeto
deste trabalho e que tem como principal caracteristica a utilizacdo de matrizes para a
andlise das estruturas. Isto se aproxima da metodologia utilizada pelos programas de
computador (MARTHA apud WHITE, GERGELY e SEXSMITH, 1976).

De acordo com Logan (2007), o Método da Rigidez Direta estd completamente
relacionado com a definicdo de matriz de rigidez a qual, para um elemento, pode ser
definida como:

f=kd (1)
Onde o simbolo “ " ” esta relacionado ao sistema local de coordenadas, ou seja, f esta

relacionado com as forcas locais em cada elemento; d com os deslocamentos nodais e k
é a matriz de rigidez que se relaciona com as coordenadas locais (%, y, 2).

Diferentemente do exposto anteriormente, as letras maiusculas e sem o simbolo “ " se
referem ao sistema global de coordenadas (x,y, z). Assim, a matriz de rigidez global da
estrutura € K. Os deslocamentos nodais é representado como d e as forgas globais como
F (LOGAN, 2007). O sistema de equac0es fica, portanto:

F=Kd (2)

Os sistemas de coordenadas locais e globais podem ser melhor visualizados na Figura 1
a seguir:

o

S
/
(\O]

z
Figura 1: Sistema de coordenadas locais e globais.
Fonte: Logan (2007)
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Ainda de acordo com Logan (2007), a variacdo de temperatura em corpos rigidos deve
ser considerada, ja que esta pode resultar em grandes tensdes, 0s quais, se ndo estiverem
devidamente dimensionados para suporta-las, podem vir a ruptura. O que ocorre é a
mudanga das dimensdes do corpo de acordo com a variagdo da temperatura, e seu
coeficiente de expansao térmica indica o quanto cada material é capaz de se expandir;
ele é representado por « e sua unidade se da em (1/°C). A forca gerada pela variacédo
térmica é dada por:

far = E.a.AT. A (3)

Onde E representa o modulo de elasticidade ou de Young do material, @ como descrito
anteriormente, AT a variacdo de temperatura e A é a area da se¢do transversal da barra
estudada.

Para a obtencdo dos esforgos e deslocamentos nodais finais seré feita a superposicao das
duas analises.

Definido o Método da Rigidez Direta, o préximo item tratara sobre o passo a passo
teorico da aplicacdo do Método em uma barra sujeita a aplicacéo de forgas e variacdo de
temperatura.

2. Metodologia e procedimentos

O presente item trata sobre o procedimento utilizado para calcular os deslocamentos
nodais e as reaces nos nads restringidos de uma barra submetida a forca axial e variagéo
de temperatura. Os dois célculos sdo tratados separadamente e superpostos apds obtidos
os resultados finais. O Método da Rigidez Direta é utilizado obtendo-se a matriz de
rigidez global dessa barra, para a qual € considerado que: ndo ha incidéncia de momento
fletor e ndo é considerado o esforco cortante; as forcas aplicadas sdo apenas do tipo
axiais; e é valida a Lei de Hooke.

2.1 Procedimento do método da rigidez direta

Seja para a barra genérica de material isotropico de comprimento L, area A e modulo de
elasticidade E a seguir (Figura 2). Sdo discretizados 3 nos, sendo dois nos extremos e
um na metade da barra; ndo ha transferéncia de momento fletor para os extremos, ou
seja, sdo rotulados; ambos possuem movimentos de translagdo restringidos e foi
desconsiderada a influéncia do esfor¢o cortante.

1§1 O 2 0,
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=

Figura 2: Barra genérica de estudo
Fonte: Logan (2007), adaptado
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A obtencdo da matriz de rigidez global (K) da barra se da pela associa¢do das matrizes
de rigidez locais (k) de cada elemento desta. Por exemplo, a matriz de rigidez local da
barra 1 é relativa ao elemento compreendido entre 0s n6s 1 e 2 da mesma. Assim, fica:

K] =223, k; (4)

Ou, em notac&o indicial:
EA

K =l (5)
Para a matriz de rigidez global da barra genérica da Figura 2, a qual possui 3 nos, tem-
se:
Ki1 Kz Kiz
KZl K22 K23
KSl KSZ KBB
A relacdo entre as forcas nodais e os deslocamentos globais é descrita pela equacao (2),
a qual pode ser escrita matricialmente como:

{F} = [K]{d} (7)

K] ==* (6)

Ou, em notacéo indicial:
Fi = Kijdiy (8)
Onde i e j representam os nés da barra e x, a dire¢do axial da mesma.

Assim, por exemplo, para se obter a forca no n6 1 da barra genérica da Figura 2, basta
fazer:

Fi, = Ky1dy, + Kipdy, + Ky3dy (9)

H& maneiras alternativas para a obtencéo das deformacdes, uma delas relaciona-se com
as tensdes internas que atuam no corpo.

De acordo com as consideraces de Lai, Krempl e Ruben (2009), o tensor de tensbes
normais, em notacdo indicial, é:

T;j = ady; (10)

As componentes de deformacdo podem ser escritas em funcdo das componentes de
tensdo; desta forma, é possivel representar a deformacdo através do tensor de
deformacdo infinitesimal, o qual se da, em notacdo indicial, por:

T;; —%Tkkaij + a(At);; (11)

E f— ﬂ
iy E
Nota-se, na equacdo acima, que ha uma parcela relacionada a variacdo de temperatura
AT, a qual sera discutida nos itens seguintes, e as parcelas restantes sdo relativas aos
efeitos mecanicos que atuam sobre o corpo. Desta forma, pode-se resumir esta equacgéo

como:
& = eigm) + eg) (12)
2.2 Método da rigidez direta para diferenca de temperatura

No item anterior foi abordado o Método da Rigidez Direta para tratar dos
deslocamentos e forgas nodais em uma barra genérica. Neste item, serd apresentada a
aplicacdo do Método nos casos em que ha a ocorréncia de diferenca de temperatura,
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utilizando-se, como exemplo, a mesma barra genérica de comprimento L, area A e
modulo de elasticidade E, contida na Figura 2.

A obtencdo da matriz de rigidez global (K) da barra independe da relagdo com a
variacdo de temperatura, e ¢é feita de maneira similar ao item anterior, associando-se as
matrizes de rigidez locais (k) de cada elemento da barra.

A diferenca, quando ha variacdo de temperatura, se d& na obtencdo da matriz de forca
térmica em cada elemento da barra, que é dada por:

@ = |/ix| _ [E-alAT.A (2):[2x]: —E.a.AT. A
4 [Zx] E.a.AT.A]ef . E_Q_AT_A] (13)

Onde f e £ representam as forcas térmicas para os elementos 1 e 2 da barra. Estas
matrizes, se relacionadas, formardo uma matriz de forca equivalente (F,). Observa-se
que ha correlacdo dos fatores relacionados a temperatura e a Equacéo 11, a qual contém
a parcela condizente a variacdo de temperatura.

Para se encontrar as forgas que a variacdo de temperatura provoca nos nos restringidos
da barra, basta aplicar o Método da Rigidez Direta, da mesma forma como foi explicado
no item anterior; onde, deve-se encontrar a matriz de rigidez global da barra e aplicar a
relacdo entre forcas e deslocamentos. Porém, deve-se atentar a aparicdo de forcas
térmicas, resultando em:

Fi, = K;;jd; — Fy (14)
Para a obtencdo dos resultados finais, deve-se aplicar as condi¢bes de contorno
pertinentes.
3. Resultados e discussoes

No presente item sera tratado um exemplo préatico, com valores arbitrarios aplicados na
barra genérica da Figura 2, que é considerada como sendo de aco, submetida & uma
variacdo de AT = 10°C. Para suas dimensdes e propriedades, sdo arbitrados valores,
sendo eles:

L=3m

A=0,10x 0,10 = 0,01m?
E = 205E + 06 kN /m?
@aco = (12E — 06)/°C

Para validacao dos valores, foi feita a mesma analise com o auxilio do programa Ftool
(2019), sendo este gratuito e desenvolvido pelo professor Luiz Fernando Martha da
PUC-Rio. Portanto, todos os dados aqui expostos foram introduzidos no programa,
assim como o modelo da barra (Figura 3).

Figura 3: Barra modelada no Ftool (2019).
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Na Figura 3, os valores circulados representam os elementos da barra, e 0s valores nio
circulados representam os nés. H4 um né (2) no meio da barra no qual serd aplicada
uma forca axial de 100 kN, conforme o exemplo.

3.1 Barra submetida a uma forca axial

Para melhor visualizacdo deste item, a Figura 4 a seguir mostra a posicdo da forca
aplicada na barra, assim como sua intensidade.

100 0 kN

Figura 4: Barra com forca aplicada.

O primeiro passo se d& pela obtengéo da matriz de rigidez local dos elementos 1 e 2 da
barra, 0s quais estdo circulados na Figura 3.
6 -3
B — @) _ (205 x 10°)(10 )[ 1 _1]
1,5 -1 1
Pelo Método da Rigidez Direta é possivel fazer a montagem da matriz de rigidez global,
dada por:

205x108)(10°3)[1 -1 0
K:( x15)( )[—1 1+1 —1]
! 0 -1 1
Utilizando a relagéo entre forgas e deslocamentos, descrita no item 2.1, tem-se:
Fi = K;jdy

Fiel 205 x108)001)[ L —1 0] [d

2x| — 1 5 -1 2 —1]. dzx

Fs, ’ 0 -1 1 lds,

Se for considerado, de acordo com as condicdes de contorno, que os deslocamentos nos
nos 1 e 3 estdo restringidos, e a forca esta sendo aplicada no n6 2, entdo:

dlxzo,dgxzoerleookN
Substituindo-se os valores e resolvendo a matriz, obtém-se o deslocamento no né 2:
EA (100)(1,5)
E,, =—(—d 2d dy, =
2e = 7~ (2l +2da0) = dor = S0 S5 00D

Este deslocamento também pode ser obtido através da aplicacdo da Equacdo 11, em
que, para tensdo de tragdo simples, o tensor T fica assim representado:

=3,66x10°m

£
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O tensor de deformac6es infinitesimais (Equagdo 11), em funcdo do tensor de tenséo,
fica:

J/E 0 0
[E] — O —'UO-/ 0
E .
0 0 UJ/E

No qual £, representa a deformacéo que ocorre na mesma direcdo de onde esta sendo
aplicada a tenséo, ou seja, deformacdo axial, que no caso deste trabalho € o eixo x. J4,
€9, € £33 representam as deformagdes transversais, que se relacionam com a deformacao
axial, através do coeficiente de Poisson (v).

Sendo assim, a deformacdo axial no n6 2 da barra em estudo é:

F
£, = # — 4,88 x1075

Para a barra 1, que estd submetida a um esfor¢co axial de tracdo, tem-se que o
deslocamento em seu extremo (no 2) é de:

4,88 x 107°)(1,5
dgx:( 5 )(A3) _ 3,66 x 107> m

O resultado é o0 mesmo do obtido anteriormente neste item, validando-se assim esta
alternativa de calculo de deslocamentos.

Com este valor do deslocamento obtido, € possivel encontrar as forcas nos nés
restringidos, ou seja, nos apoios. Segue que:

(205 x 10%)(0,01)
1,5

F,, = 100 kN

(205 x 10%)(0,01)
1,5

Organizando-se os valores em forma matricial, tem-se:

Fj_x _50 kN
. 100 kN
FBx _50 kN

Desta forma, € representado o exemplo pratico do uso do Método da Rigidez Direta
para uma barra carregada axialmente. O valor obtido coincide com o que foi encontrado
no programa Ftool (2019) (Figura 5).

(—=3,66 x 107°) = —50 kN

EA
Fiy = T (dlx - de) =

EA
Fyp = (dgx — day) = (—3,66 x 107°) = —50 kN

Figura 5: Resultado da barra carregada axialmente.
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3.2 Barra submetida a uma variacédo de temperatura

Para melhor visualizacdo deste item, a Figura 6 a seguir ilustra a barra sujeita a uma
variacdo de temperatura de 10°C, a qual também foi modelada no programa Ftool
(2019).

Figura 6: Barra com variacdo de temperatura aplicada.

Assim como no item anterior, 0 primeiro passo € a obtencdo da matriz de rigidez local
dos elementos 1 e 2 da barra, circulados na Figura 3.

r@ = g - (205 x10%)(107%) [t Y
1

1,5 1
Como se trata da mesma barra, mantém-se a matriz de rigidez global, ou seja:
205x108)(10°3)[1 -1 0
K:( 15)( )l—l 1+1 —1]
! 0 -1 1

Quando ha variacdo de temperatura, considera-se a matriz de forca térmica, como
descrito no item 2.2. Assim sendo, para os elementos 1 e 2 da barra, tem-se que:

£ = [ 1x] B [_E_Q_M_A] _ [-(205 x 10°)(12 x 107°)(10)(0,01)] _
B LE.a.AT.A1 | (205x10%)(12x 1075)(10)(0,01) ]

2x

—246 kN]
246 kN

F@ — [ Zx] _ [—E.a:. AT.A] _ [-(205x 10%)(12 x 107°)(10)(0,01) _
E.a.AT.A (205 x 10%)(12 x 107%)(10)(0,01)

3x

—246 kN]
246 kN

Assim, para a relacdo entre forcas e deslocamentos:
F. = Kijdi — Fy

Onde:
le le
Fi — F2x - 0
FBx FBx
frx —246 kN _246 kN
Fo= |+ 2= 246 kN — 246 kN|=| 0
for 246 kN 246 kN
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_ 1 -1 0
_ (205x10%)(107%)
K; = s l—1 2 —1]
0 -1 1
Por fim, a matriz resulta:
le _flx 6 1 _1 0 d
205 x 105)(0,01) 1x
@ 2| _C N _
Fat ) — £ = G 1 2 —1|.|dy
Fs, —fn ’ 0 —1 1! lds,
Fix = 2461 205 x 108)(0,01)[ 1 —1 0] [dux
0 = 15 -1 2 —1|.|dy,
Fs, + 246 ‘ 0 -1 1! lds,

Aplicando-se as condi¢des de contorno nas quais os deslocamentos nos nds 1 e 3 estdo
restringidos, entdo:

dlx — O,dgx — 0, IOgOdgx =0

Para validar o resultado do deslocamento d,, acima, pode ser feita a verificacdo com a
Equacdo 11, cujo tensor de tensao é:

_ [~Ea(AT) 0 0
IT] = 0 0 0]
0 0 0

Como a barra € restringida na direcdo x, ao utilizar-se da Equacdo 11 para obtenc¢do das
deformacdes, conclui-se que ndo havera deformacgdes na direcdo axial, e sim nas outras
direces transversais, as quais ndo serdo abordadas neste trabalho. Desta forma, o tensor
de deformacdes infinitesimais é:

0 0 0
[e] = [0 a(AT)(v + 1) 0
0 0 a(AT)(v +1)

Substituindo-se os devidos valores na equacdo global, tem-se que:

Fix 0 —246 246 kN
0 246 —246 kN

FZx

FBx
Assim, fica representado o exemplo pratico do uso do Método da Rigidez Direta para
uma barra submetida a uma variacdo de temperatura. O valor obtido coincide com o que
foi encontrado no programa Ftool (2019) (Figura 7).

A‘Tr-> ! | 4“

246.0

Figura 7: Resultado da barra submetida a uma variagéo de temperatura.

3.3 Resultado final

Para a obtencdo dos esforcos finais na barra, basta fazer a superposicdo dos efeitos
encontrados nos itens 3.1 e 3.2; desta forma, as forcas nos nos 1 e 3, ou seja, 0s nos que
sdo restringidos a movimentos de translagéo, dispdem que:

V.11 Ne. 2, Ago/2019 Pdgina 98



Revista de Engenharia e Tecnologia ISSN 2176-7270

F,, = —50 + 246 = 196 kN
Fs, = —50 — 246 = 296 kN

O deslocamento no n6 2, mesmo com a superposi¢do dos efeitos, se mantém, j& que seu
valor foi nulo na analise de variacdo de temperatura aplicada a barra. Assim sendo, 0
deslocamento final neste no é de:

d,, = 3,66x10°m

Para validacdo dos resultados, foram comparados com os obtidos no programa Ftool
(2019). Observa-se, na Figura 8, que sdo coincidentes; portanto, esta correta a aplicacao
do Método da Rigidez Direta para o presente exemplo.

> : <
196.0 kN LI\, 206.0 kN

i

1.50m -

Figura 8: Resultado final das reacBes na barra.

4. Concluséao

Em suma, pode-se inferir que este trabalho atingiu seus objetivos principais, entre 0s
quais: a aplicacdo do Método da Rigidez Direta em uma barra; a obtencdo das matrizes
de rigidez local e global da mesma; a abordagem tedrica e pratica do método; e a
utilizacdo da notacdo matricial e indicial onde aplicavel.

Notou-se que o Método € pertinente, uma vez que foi feita a validacdo dos resultados
através da modelagem no programa Ftool, e os resultados foram similares; concluindo,
que 0 método esta correto.

O exemplo abordado no artigo possui alta simplicidade; desta forma, como sugestéo,
pode-se analisar estruturas mais complexas através do Método da Rigidez Direta e
validar os resultados em programas computacionais, de forma semelhante a este
trabalho.
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