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Resumo: Neste trabalho é descrito o calculo dos deslocamentos de barras reticuladas, utilizando-se a equacéo da
linha elastica de viga e da deformacdo axial de barras, para a plotagem do grafico da deformada da estrutura.
Tem-se como objetivo a possibilidade de se utilizar o método de Anélise Matricial para este fim, pois basta
montar a matriz de rigidez apenas para os noés das extremidades das barras, e para os outros nés utilizar a
formulacdo deste trabalho, evitando o uso da formulacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF), onde se tem
a necessidade de se construir uma matriz de rigidez para todos os nds internos e das extremidades da barra, para
a plotagem da deformada. Partindo-se das equacGes da linha elastica de viga para diversos tipos de
carregamento, que serdo integradas, e utilizando-se das condi¢des de contorno das extremidades, pode-se obter
uma expressao de deslocamento de corpo rigido para estes nds e outra da influéncia do carregamento sobre a
barra. Por fim sdo mostrados trés exemplos, comparando a solucdo deste trabalho com outras formulaces.
Conclui-se que a formulagdo apresentou bons resultados, utilizando-se menos recursos computacionais se
comparada a andlise via MEF.
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USING OF THE ELASTIC LINE EQUATION FOR BEAMS AND
THE AXIAL DEFORMATION EQUATION FOR THE
CALCULATION OF THE DISPLACEMENT OF RETICULATED
BARS BY THE MATRICIAL ANALYSIS.

Abstract: This paper deals with the calculation of the cross-beam displacements, using the equation of the beam
elastic line and the axial deformation of bars, for plotting of deformed of the structure. The objective is to
evaluate the possibility of using the matrix analysis method for this purpose, since it is enough to assemble the
stiffness matrix only for the nodes at the ends of the bars, and for the other nodes to use the formulation of this
paper, avoiding the use of the formulation of the Finite Element Method (MEF), where it is necessary to
construct a stiffness matrix for all internal and external nodes of the bar, for plotting the deformed of the
structure. It is based on the equations of the elastic beam line for various types of loading, which will be
integrated and, using the boundary conditions of the extremities, a rigid body displacement expression can be
obtained for these nodes and another one of the influence of the loading on the bar. Finally, three examples are
shown, comparing the solution of this work with other formulations. It is concluded that the formulation
presented good results, using less computational resources compared to the analysis via MEF.

Keywords: matrix analysis, elastic line, displacement.

1. Introducao

O método da Analise Matricial € um método numérico computacional de analise de estruturas de

barras reticuladas, bastante utilizado nos softwares de andlise estrutural. Consiste na transformagéo
das equacdes do Método dos Deslocamentos em um sistema matricial, onde se pode encontrar o
deslocamento das extremidades das barras, e com estes valores, atraves da relacdo constitutiva de cada

barra, se determinar os esforgcos localmente em cada extremidade.
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O conceito de analise de estruturas aporticadas de barras surgiu durante o periodo compreendido
entre 1850 e 1875, pelos esfor¢os de Maxwell (1864), Castigliano (1879) e Mohr (1868). Ao mesmo
tempo, 0 conceito de matrizes estava sendo desenvolvido por Cayley (1857), dentre outros
pesquisadores. Esses conceitos formaram a base da analise matricial de estruturas. Muito pouco
progresso teve entre 1875 a 1920 no desenvolvimento das técnicas para analise matricial das
estruturas, devendo-se a impossibilidade de se resolver equagdes algébrica com muitas variaveis
desconhecidas.

Em meados de 1920, como resultado dos trabalhos de Maney (1915) nos Estados Unidos e
Ostenfeld (1926) na Dinamarca, foram escritas as idéias basicas de analise de trelica e porticos,
definindo os conceitos de analise matricial que ainda estdo em uso atualmente. Em 1932 Handy Cross
(1932) introduziu um método de distribuicdo de esforgos. Esta foi a principal técnica utilizada na
analise estrutural de porticos nos 25 anos subsequientes. Hoje ainda é utilizada para resolucdo de
pequenos problemas de analise de vigas continuas para alunos do curso de graduacdo de Engenharia
Civil, pois possibilita uma visualizacdo da distribuicdo dos esfor¢os segundo a rigidez de cada tramo
da viga.

Com o aparecimento dos computadores de grande capacidade de processamento, em meados de
1950, os pesquisadores vislumbraram os impactos do uso destes equipamentos na teoria e pratica da
andlise estrutural, e comecaram a escrever os codigos dos algoritmos para a resolucéo de porticos com
a utilizacdo de matrizes. Com as publicacdes de Argyris e Kelsey (1960) e Turner, Clough, Martin e
Topp (1956), foram formados os conceitos da analise de porticos e do meio continuo, utilizando-se de
cédigos computacionais baseados em analise matricial. Um importante fator para a disseminacdo da
analise estrutural computadorizada na Engenharia Civil foi a série de conferéncias da ASCE
(Association Structural Civil Engineering) sobre computacdo eletrnica, especificamente as trés
primeiras conferéncias (ASCE 1958 1960 1963).

Um dos problemas da utilizacdo da analise matricial de estruturas € o de ndo ser possivel a
obtencdo direta de esfor¢os e deslocamentos em pontos internos da barra. O conhecimento dos
deslocamentos € importante para que se possam ser tracados graficos que ilustram a situacdo
deformada da estrutura, o que permite analisar se certas respostas em termos de esforcos sao
compativeis com as deformacdes ilustradas no grafico, e também pelo fato de que as normas de
dimensionamento estruturais (NBR6118, 2014), (NBR 8800, 2008) tem limitacdes quanto a
deslocamentos em vigas e porticos, como o limite de utilizacdo de servico das edificacdes. Pode-se
utilizar o Método dos Elementos Finitos (MEF) (ZIENKIEWICZ, TAYLOR 2000) para este fim,
porém € necessario discretizar a estrutura em varios elementos, gerando uma matriz de rigidez maior,
utilizando mais memdria computacional. Ha outras alternativas, como a construcao de matrizes locais
de transferéncia de deslocamentos e acdes (GERE, WEAVER 1987) , como pode ser visto também
em Orrata, Lima (2014), e também a utilizacdo de funcdes de forma, representada por matrizes locais,
para interpolar os deslocamentos da extremidade das barra para um ponto interno (MARTHA 2018).
Para contornar este problema, nesse trabalho foi desenvolvida apenas uma Unica equacdo que
considera todo o tipo de carregamento sobre a barra. Utiliza-se a equacéo da linha elastica da teoria de
flexdo de vigas e a equacdo da deformacdo axial de barras, que fornece, sem a necessidade da
utilizacdo de matrizes, os deslocamentos no ponto desejado no interior das barras. Essa formulacao é
utilizada no software PERT (Programa de Estruturas Reticuladas Total) (LEITE 2017), que calcula
estruturas de barras reticuladas via Analise Matricial. O software possui interface grafica de entrada e
saida de dados, gerando graficos de esforcos e deslocamentos.

2. Desenvolvimento tedrico

2.1 Equacdes diferenciais de deflexdo

Para se escrever as equagdes de deslocamentos de pontos internos de uma barra, sdo necessarias
a utilizagdo de equacgdes diferenciais de deslocamento axial e de vigas (BEER, JOHNSTON,
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DeWOLF 2006). S&o admitidas as seguintes hipdteses: pequenas deformacgdes, o comportamento
puramente eldstico do material, a secdo transversal das vigas permaneca plana apds a rotacdo da
mesma e secao transversal constante das barras.

2.1.1 Deflexdo em vigas
Considerando as hipéteses do item 2.1, tém-se as seguintes equagdes diferenciais para viga:

d*v d*v d*v
Eog=M Eoi=V El;=—

1)

Sendo | o momento de inércia, v 0 deslocamento vertical em vigas e g a taxa de carregamento
transversal ao eixo da viga.

Para cada tipo de carregamento, devem ser analisadas as condi¢Oes descritas na equagédo (1) e
aplicar as condigdes de contorno. A ideia central neste trabalho foi considerar os deslocamentos
globais nas extremidades da barra, somando-se aos deslocamentos causados pela carga atuante
somente nesta barra, como mostra a Figura 1.

qx)

Mi,ei{ m jl%/lj,ei

Pi,di Pi.di

Figura 1 - Carregamento geral, deslocamentos na extremidade da barra e reacdes ao carregamento aplicado na barra.

Onde os termos Oj, ©j, d; e dj sdo as rotacdes e deslocamentos verticais globais, dos nos i e j,
respectivamente. E os termos Mi, M;, Pi e P; sdo os momentos e forgas verticais dos nos i e j,
respectivamente, causados apenas pela carga q(x), ilustrada na Figura 1. No caso de vigas, as
orientacdes dos eixos locais das barras coincidem com os eixos globais da estrutura. A estrutura,
carregamento e deslocamentos nos nds da Figura 1, podem ser divididos em duas partes:

q (x)

&« L e
d 4 Q) P » b)

Figura 2: Divisdo entre deslocamentos e carregamento em uma barra

Os vetores da Figura 2-a séo os deslocamentos globais da estrutura, obtidos, enquanto na Figura 2-
b aparecera somente o carregamento na barra, sendo adotado deslocamento nulo em suas
extremidades. Ao se integrar o Ultimo termo da equacdo (1), adotando neste caso o valor nulo da taxa
de carregamento, tem-se a seguinte expressdo para os deslocamentos ao longo da barra.
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do x2 .
EEI = C]E + Cgl + (_,3

oEl = c]% + cg’;—' +Csx+Cy

(2)

onde Cj, com i=1,2,3,4 sdo as constantes de integracdo, que com as condi¢des de contorno impostas
na Figura 2-a:

o _, (0 _y
x=0—] & x=L— dx
Uzd,' Uzd_l.- (3)

Podem ser obtidas as constantes de integragdo da equacéo (2).

) 12 6

C, = EI [—L—3(d_,- — )+ (0 - .9,-)] C, = EI6,
. 6 .
C,=EI [ﬁ(d_,- —d)-2(6;+ 29,-)] C, = Eld,

(4)

Tem-se assim a equacdo de deslocamentos globais da barra em analise, sendo denominado de
deslocamento externo da barra (Vext):

(5)

O carregamento mostrado na Figura 2-b tera um papel especifico na deformacdo desta barra,
portanto, para se construir uma equacao de deslocamentos para este carregamento, deve-se impor
deslocamentos nulos nas extremidades, pois neste local os deslocamentos devem ser 0s mesmos da
equacdo (3). Portanto, a barra devera estar engastada em suas extremidades, e deverdo ser
consideradas as reacdes de apoio para esta de vinculacdo, segundo o tipo de carregamento aplicado.
Para se ter uma visdo pratica, considerou-se neste trabalho que a barra esteja sujeita a uma carga
uniformemente distribuida:

g2 9 qL12
qL/2 qL/2
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Figura 3 - Barra com carregamento uniformemente distribuido e engastado nas extremidades

Com a utilizacdo das expressdes da equacgdo (1), e com as condigdes de contorno ilustradas na
Figura 3, tem-se as equacdes de momento fletor na barra causadas pela carga distribuida.

v . oqx gl qP
e M= ¥t

(6)

Integrando a equacéo (6) duas vezes, e adotando as condi¢des de contorno ilustradas na Figura 3, tem-
se a seguinte equacdo de deslocamento deste carregamento para esta barra, que neste trabalho foi
denominado como um deslocamento do carregamento na barra (Vcarr):

1 gt gl gl
Yarr = FT\"20 T 12 T 24

(7)

Podem-se encontrar as equacdes de deslocamento para qualquer tipo de carregamento, sejam cargas
distribuidas ou ndo e momentos concentrados. Se a barra possuir mais de um tipo de carregamento, as
expressdes de deslocamentos devem ser somadas. Somando-se as equacdes (5) e (7), tem-se uma
equacdo geral de deslocamentos verticais em uma barra.

U = Ugyp + Ugarr
(8)

2.2 Equacéo de deslocamento linear axial de barras

Para se computar o deslocamento axial de barra, € necessario utilizar a equacdo de deformacdo para
cargas axiais:

PL

“TEA

(9)

onde u e P sdo o deslocamento axial dos nos e o carregamento aplicado na direcdo axial da barra,
respectivamente e A é a area da secdo transversal da barra. Porém, ha situac6es onde o esforco normal
varia ao longo do comprimento da barra, como é caso de cargas distribuidas uniformemente e
linearmente, ndo perpendiculares a barra. Neste caso € necessario fazer o incremento do acréscimo de
esforcos para cada trecho da barra analisado.

2.3 Rotacédo de eixos
As equacOes de (1) até (9) foram desenvolvidas segundo orientacdo dos eixos locais da barra,
sendo que a dire¢do do eixo x local é paralela ao comprimento da barra. Porém para estruturas como
portico plano e grelhas, hd necessidade da transformacdo do carregamento, que esta orientado segundo
0s eixos globais, para a dire¢do dos eixos locais (Figura 4), sendo que a diferenca angular entre estes
dois eixos é representado pela letra a.
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. X
! X

Figura 4 - Relacdo entre os eixos locais (barra) e globais
Os eixos globais sdo representados pelas letras maiusculas , ou seja, X, Y e Z, enquanto que nos eixos

locais, esta representacdo se da por meio de letras minusculas, ou seja, X, y € z. A matriz de rotacdo
dos eixos globais para local para o carregamento, em estruturas bidimensionais, € dada por:

o)

Para analise de porticos espaciais, ha a necessidade da transformacéo do carregamento orientado nos
trés eixos globais para os eixos locais e a matriz de rotacdo ne (GERE, WEAVER 1987):

{ Gy }_{ cos(a) sen(a)

gy | | —sen(a) cos(x)

(10)

( x| Ri Ry Rs|{ gx )
g, t =| Ra Rs Re gy
q: R; Rs Ro iz

Apos o célculo dos deslocamentos (axiais e perpendiculares a direcdo do eixo y local) da barra, estes
deslocamentos devem ser rotacionados para a direcdo global de cada ponto, sendo que para estruturas
planas (portico plano e grelha), a matriz de rotacéo é dada por:

o )- o)
Uy E’J_If' (12)

E no caso de portico espacial:

(11)

cos(a) —sen(a)
sen(a) cos(a)

Uy R1 R-.'L R? Uy
Uy = Rg R 5 Rg Uy
wz R3 R & R;} w-

(13)

onde os termos Ri sdo encontrados em Gere e Weaver (1987). Apds este processo, tém-se 0s
deslocamentos segundo os eixos globais em cada ponto da barra, bastando somar estes deslocamentos
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as coordenadas destes pontos, para que possa ser plotada a deformada da estrutura. O fluxograma da
Figura 5 ilustra o processo:

Caleulo deslocamentos
nodais da extre-
midade das barras

Divisao dos seguimen-
tos internos da barra

!

Carregamento:
global para local

Equacoes locais
de deslocamentos

'

nao Deslocamento:
local para global

Saida dos desloca-
mentos para plotagem

Figura 5 - Fluxograma de calculo dos deslocamentos na barra

A aplicacdo desta formulacdo no software PERT foi feita pela divisdo da barra em 100 partes,
sendo que foi construido um vetor para armazenar 0s 100 dados de cada deslocamento desses pontos.
Usa-se esse vetor para plotar a deformada de cada barra, sendo o vetor zerado e utilizado para a barra
seguinte.

3 Aplicacdo numérica

Para este artigo foram selecionadas duas estruturas bidimensionais e outra tridimensional, que sdo
uma viga continua (GERE, WEAVER 1987), um pértico plano e um espacial, respectivamente. Foi
feito uma comparacdo entre o grafico da estrutura deformada obtida no software PERT, que utiliza a
formulacdo descrita neste trabalho, com a gerada pelo software ANSYS, sendo a analise deste ultimo
feita com a utilizacdo do MEF. No caso da viga continua, s6 foi feita a comparacao de resultados de
deslocamento em dois pontos internos as barras e comparada com a formulacdo de matrizes de
transferéncia de deslocamentos (GERE, WEAVER 1987) .

3.1 Viga continua
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A Figura 6 mostra a geometria e as condi¢des de contorno de uma viga continua (GERE e WEAVER,
1987).

2P o, Pl Pl

71 v 2 Ay B 3

(IO DI
2 | w2 | w2 | L2

Figura 6 - Viga continua: Geometria e condigdes de contorno

O comprimento L € igual a 4 metros, a carga P igual a 10kN, o médulo de elasticidade E é igual a
210GPa e a secdo transversal das barras tem a dimensao de 20cm x 40cm. Os nos internos A e B estao
a distancia de L/4 e a 3L/4 do né 2, respectivamente. A Figura 7 ilustra, ao final da analise elastica, a
plotagem da deformada da estrutura. A estrutura foi discretizada no software PERT e em Gere e
Weaver (1987) em duas barras e trés nés, sendo adotado o modelo estrutural de viga continua. Com as
condicdes de contorno, a matriz de rigidez global tem a dimensédo de 2x2 (duas linhas e duas colunas).

Figura 7 - Viga continua: deformada

Os valores dos nés A e B sdo comparados com valores calculados por Gere e Weaver (1987),
utilizando matrizes de transferéncia de deslocamentos.

Tabela 1 - Valores numeéricos dos deslocamentos doné Ae B

Deslocamento linear emy (m)
NOs PERT (Gere, Weaver) Diferenca (%)
A | 5,9523809x10° 5,9523791x107° 3,024x10°
B | 3,0824829x10° 3,0824820x10° 2,920x10°

3.2 Pdértico plano
A Figura 8 ilustra a geometria, as restricbes de deslocamentos e o carregamento do pdrtico plano:
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Figura 8 - Pdrtico plano: geometria e condigdes de contorno

Cada barra tem secdo transversal quadrada (40cm x 40cm) e o moédulo de elasticidade é de
E=210GPa, € 0s apoios sdo do 3° género (engaste). A estrutura foi discretizada no software PERT em
5 barras e 6 nos, sendo adotado o modelo estrutural de pdrtico plano. Com esta discretizacdo e
considerando-se as restricdes de apoio, tem-se uma matriz de rigidez global de dimensGes 9x9 (nove
linhas e nove colunas).

Na modelagem utilizada no software ANSYS, cada barra foi discretizada em 100 elementos finitos,
perfazendo um total de 500 elementos e 501 nds. A matriz de rigidez global tem a dimensdo de
1476x1476. Ao final da analise elastica, a Figura 9 ilustra a estrutura integra e deformada de ambas as
analises:

PERT
ANSYS

Figura 9 - Pértico plano: deformada
Na Figura 9, os resultados dos deslocamentos entre os dois métodos sdo iguais, havendo uma

sobreposicdo entre os dois graficos. A Tabela 2 mostra os deslocamentos lineares do n6 A, ilustrado
na Figura 8:
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Tabela 2 - Valores numéricos dos deslocamentos do né A, pértico plano

Deslocamento linear: nd A (m)
ANSYS PERT Diferenca (%)
dir. x | 9,2030x10* | 9,2030x10* 0
dir.y |-2,4171x10°% | -2,4171x10® 0

3.3 Portico espacial
Na Figura 10 pode ser visto a geometria da estrutura, as vinculagfes de apoio e o carregamento
aplicado no portico espacial:

ooz

15 kN/m
OO
N
X

Figura 10 - Pértico espacial: geometria e condigBes de contorno

Neste exemplo, cada barra tem uma secdo transversal quadrada (40cm x 40cm), mddulo de
elasticidade E=210GPa e coeficiente de Poisson v=0,33, e todos os apoios sdo de 3° género
(engastados). No software PERT foi feita uma discretizacdo da estrutura em 8 barras e oito nos, sendo
adotado o modelo estrutural de pértico espacial. Com esta discretizacdo e o modelo estrutural
proposto, tem-se uma matriz de rigidez global de 24x24, ja considerando as restricdes de apoio. No
software ANSYSS, cada barra foi discretizada em 50 elementos finitos, perfazendo um total de 400
elementos e 400 nds e a matriz de rigidez global tem a dimenséo de 2376x2376 (linhas x colunas). Ao
final do processo de célculo, no regime elastico, tem-se o gréafico da estrutura integra e deformada de
ambas as analises (Figura 11).
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Figura 11 — Portico espacial: deformada

Na Figura 11 pode-se visualizar uma sobreposicao entre os resultados das duas anélises. A Tabela
3 mostra os deslocamentos lineares no ponto A ilustrado na Figura 11.

Tabela 3 - Valores numéricos dos deslocamentos do n6 A, portico espacial

Deslocamento linear: nd6 A (m)
ANSYS PERT Diferenca (%)
dir. x | -1,5754x10° | -1,5754x10° 0
dir.y | -2,6015x10° | -2,6015x10° 0
dir.z | -3,6527x10° | -3,6527x10° 0

4 Conclusao

Devido a confiabilidade ja comprovada do software ANSYS, e também do método de matrizes de
transferéncias locais de deslocamentos (GERE e WEAVER 1987), pode-se concluir que o método
utilizado no software PERT se mostrou altamente preciso. Deve-se considerar que no metodo
proposto neste trabalho, houve uma grande reducdo do tamanho da matriz de rigidez global da
estrutura. Para estruturas maiores, esta reducdo acarreta uma grande reducdo no tempo de
processamento e também na quantidade de memoria utilizada, pois o processo de inversdo de matriz
necessita de uma grande utilizacdo de memoria e também um aumento do tempo de analise. Com a
utilizacdo da solucdo exata, para nos internos da barra, este calculo é feito né por né da barra e ndo ha
a necessidade da criacao e da inversdo de matrizes, sendo assim, este processo requer pouca utilizacdo
de memoria e gera uma diminui¢do no tempo de processamento.

Na plotagem da deformada da barra, utiliza-se um vetor de 100 posi¢bes para cada tipo de
deslocamento, sendo que no caso mais complexo, que sdo 0s particos espaciais, utiliza-se 3 vetores de
100 posicdes, para os deslocamentos u, v e w, respectivamente. Com a utilizacdo apenas desses
vetores e com os resultados da analise matricial nas extremidades da barra, pode-se plotar toda a
estrutura, ao contrario de uma formulacéo baseada no MEF, onde teria que se construir uma matriz de
rigidez levando-se em conta varios pontos da barra, para se ter uma plotagem precisa.

E importante salientar que o mesmo procedimento pode ser efetuado com os esforcos em pontos
centrais da barra. Podendo-se obter os valores e desta forma tragar os diagramas de esforgos, sendo
esta formulacéo ja utilizada no software PERT.
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