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Resumo: A flambagem é um fen6meno atuante em estruturas esbeltas que pode provocar o colapso
desses elementos sem aviso prévio. Logo, a realizacdo de uma analise de estabilidade a flambagem é
imprescindivel para o dimensionamento de colunas. Na engenharia, o fendmeno da flambagem pode ser
representado por um modelo matematico (equacOes diferenciais). Existem diversos problemas que sdo
representados por equagdes diferenciais, e o fendmeno da flambagem é um deles. O Método das
Diferengas Finitas ¢ um método numérico para solucdes de equacdes diferenciais em que as derivadas séo
aproximadas por férmulas de diferencas finitas. Nesse contexto, este artigo apresenta um codigo
computacional via Método das Diferencas Finitas (MDF.F90), implementado em linguagem de
programacdo FORTRAN, capaz de calcular a carga critica de flambagem, solicitada por um esforco axial
de compresséo, partindo da equagdo da linha eléstica de uma viga. Através dos resultados obtidos e com
as aplicacOes feitas para a validagdo da ferramenta computacional, verificou-se que esta foi capaz de
resolver os problemas analisados, fornecendo resultados convergentes com a solugdo analitica.
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FINITE DIFFERENCES METHOD APPLIED TO BUCKLING
OF COLUMNS

Abstract: Buckling is a phenomenon acting on slender structures that can cause these elements to
collapse without prior warning. Therefore, performing a buckling stability analysis is essential for the
sizing of columns. In engineering, the buckling phenomenon can be represented by a mathematical model
(differential equations). There are several problems that are represented by differential equations, and the
phenomenon of buckling is one of them. The Finite Difference Method is a numerical method for solving
differential equations in which the derivatives are approximated by finite difference formulas. In this
context, this article presents a computational code via the Finite Difference Method (MDF.F90),
implemented in the FORTRAN programming language, capable of calculating the critical buckling load,
required by an axial compression effort, based on the elastic line equation of a beam. Through the
obtained results and with the applications made for the validation of the computational tool, it was
verified that it was able to solve the analyzed problems, providing convergent results with the analytical
solution.

Keywords: Columns. Buckling. Finite Differences Method. FORTRAN.

1. Introducéo

Na engenharia, ha varios problemas que sdo representados por fenémenos fisicos e que
podem ser representados em equacdes diferenciais. Algumas dessas equagdes possuem
solugdo analiticas, outras n&o. Nesse contexto, a utilizacdo de ferramentas
computacionais para a resolucdo dos problemas de engenharia, tornou-se indispensavel,
devido aos ganhos em termos de produtividade e com a garantia da redugédo de falhas
das operaces de calculos manuais.

O Método das Diferencas Finitas € um meétodo numérico para solucbes de equacdes
diferenciais em que as derivadas sdo aproximadas por férmulas de diferencgas finitas
(RUGGIERO e LOPES, 1996). Como exemplos de aplicacdo do MDF para solucgéo de
problemas de engenharia, h4 trabalhos como: Asakura e Soares (1988), Gongalves
(2017), Dutra e Tarrillo (2020), Andrade e Parnaiba (2019) e Silva e Soares (2011).
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Portanto, este artigo trata da solugéo para o problema de flambagem de colunas devido a
atuacdo de uma carga. Para isso, foi utilizado o Método das Diferencas Finitas e,
partindo da equacdo da linha elastica de uma viga, desenvolveu-se um cddigo na
linguagem de programacdo FORTRAN capaz de fornecer o valor da carga critica de
flambagem. As solucbes obtidas pela ferramenta computacional MDF.F90,
desenvolvida pelos autores, foram submetidas a validagéo, através da comparagédo com
0 resultado analitico.

2. Fundamentos Tebricos

De acordo com a NBR 6118 (ABNT, 2014), os elementos lineares sdo aqueles em que o
comprimento longitudinal supera em pelo menos trés vezes a maior dimens&o da segéo
transversal. Os exemplos mais comuns sao as vigas e as colunas.

2.2 Flambagem de Colunas

As colunas sdo elementos estruturais lineares submetidos majoritariamente a
carregamentos axiais de compressdo. A carga axial aplicada nas colunas pode gerar um
fendmeno conhecido como flambagem, que consiste no deslocamento ou uma oscilacdo
lateral da estrutura, correspondendo, portanto, a um fendmeno instavel. Esse fenémeno
deve ser evitado, pois resulta numa falha repentina e “dramatica” de uma estrutura,
sendo necessario dedicar especial atencdo ao projeto de colunas para que estas possam
suportar com seguranca as cargas pretendidas (HIBBELER, 2010).

A flambagem ocorre comumente nas estruturas esbeltas em torno do eixo de sua se¢éo
transversal que tem menor momento de inércia, decorrente de um esforco de
compressédo axial (Figura 1). Considerando uma coluna perfeitamente reta antes de
receber o carregamento, feita de material homogéneo e na qual a carga é aplicada no
centroide da secéo transversal, a mesma comporta-se de uma maneira linear elastica e a
flambagem ocorre em um unico plano (HIBBELER, 2010).

lP

b,

Figura 1 — Comportamento de uma coluna perfeitamente reta e constituida de material homogéneo com a
aplicacdo de uma carga axial. Fonte: Dos autores.

De acordo com Hibbeler (2010), a carga axial maxima que uma coluna pode suportar
imediatamente antes do inicio da flambagem é chamada de carga critica. Em situacdes
em que onde ndo ha variagdes na secdo transversal e de material, ao longo do
comprimento do elemento estrutural, a carga critica e a forma da coluna quando
flambada sdo determinadas por meio da seguinte equacdo, que relaciona 0 momento
interno na coluna com sua forma defletida:
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sendo; E: modulo de elasticidade para o material; I: menor momento de inércia axial
para a area da secédo transversal da viga; y: flecha da viga; M: momento fletor da viga.

Considerando M = -P.y e k? = P/EI, em que k é sempre tomado como uma quantidade
positiva, chega-se na seguinte equacao:

d?y(x)

FRC k2y(x) =0 (2)

Por tratar-se de uma equacdo diferencial linear homogénea de segunda ordem com
coeficientes constantes, a solu¢do da mesma é dada por (HIBBELER, 2010):

v(x) = C,sinkx + C, coskx 3)

Para calcular as constantes de integracdo da equacgédo (3), utiliza-se as condicdes de
contorno nas extremidades da coluna; dessa forma, a deflexéo é zero quando x =0e x =
L, logo, y(0) =0 e y(L) = 0. Essas condi¢Ges de contorno fornecem as equacdes (4) e

).

v(x) = C,sin kx 4)

C,sinkL =10 (5)

Dessa maneira, conclui-se que C1= 0 ou kL = 0. Caso a constante C; for igual a zero, a
deflexdo y(x) também sera zero, e por isso a coluna permanece reta. Ainda, se C; for
igual a zero, a equacdo (5) estara satisfeita para qualquer valor da quantidade KL.
Portanto, o carregamento axial P pode também ter qualquer valor (solucéo trivial).

A segunda possibilidade para satisfazer a equacdo (5) é dada pela equacgdo a seguir,
conhecida como equacéo de flambagem:

sinkL =0 (6)

A equacdo (6) e satisfeita quando kL =0, i, 2m, ..., nm. Sendo kL = 0, significa que P =
0, logo essa solucdo ndo € de interesse. De acordo com Hibbeler (2010), considerando
kL = n 7, 0 menor valor de P é obtido quando n = 1, de modo que a carga critica para a
coluna é:

p T E @)

V. 13, N°. 4, Dec/2021 Pdgina 205



Revista de Engenharia e Tecnologia ISSN 2176-7270

sendo Pcr: carga critica ou carga axial méxima sobre a coluna na iminéncia de sofrer
flambagem; L: comprimento da coluna sem apoio, cujas extremidades estejam presas
por pinos.

2.2 Formulacéo Basica do Método das Diferencas Finitas

O Meétodo das Diferencas Finitas consiste em discretizar o continuo em um sistema
discreto composto de uma malha geométrica, diminuindo o nimero de variaveis do
problema a uma quantidade finita (Figura 2).

(-2) (-1 i @) (+2)

Figura 2 - Malha de diferencas finitas. Dos autores.

Nesse método, as derivadas que aparecem na definicdo das condi¢bes de contorno sao
aproximadas por diferencas envolvendo o valor que a funcdo incognita adota num
conjunto de pontos igualmente espacados, aos quais se denomina nés da discretizacao
(CASTRO, 2001). Essas formas de diferencas finitas que substituem as derivadas de
uma equacdo diferencial sdo obtidas pela expansdo em série de Taylor e truncamento ao
nivel da ordem do erro desejada (SILVA e PEDROSO, 2005), conforme a equacao (8).

(n—1) allx —a n—1
L Enj—( 1)! : TR, ©

f[xj =f(ﬂ]+f“[ﬂ](;x—q] 44

O resto Rn pode ser definido pela forma de Lagrange ou Cauchy, conforme as equac6es
(9) e (10), respectivamente:

_fPOE-a)" 9)
Rn = (n)!
g OG- (x—a) (10)
" (n—1)!

n

A série ¢ infinita, se :}I—I-]i , € € denominada de série de Taylor para f(x) em x = a.
Caso x = 0, a série € chamada de série de Maclaurin. Essas séries, chamadas de séries
de poténcias, convergem para todos os valores de x em algum intervalo de convergéncia
e divergem para todos os valores de x fora desse intervalo (SILVA, 2008).

A partir da equacéo (8), pode-se obter:
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df  df(Ax)®  d3f (Ax)? (11)
f(x—I-eﬁx]:f[x]—i-a&x—i-dx: T 23 3 + -
SF B SFeY (1)

flr—dx) = fl) - At o — o 3

Considerando com dois termos das séries e operando algebricamente as equacdes (11)
menos (12), obtém-se:

E_f[x-k&x]—f[x—eﬁx] (13)
dx 2Ax

Considerando y = f(x) e usando a notacao indicial, obtém-se o operador em diferencas
finitas central para a primeira derivada (Figura 3), conforme a equacéo (14). Da mesma
maneira, o operador em diferencas finitas para a segunda derivada pode ser obtido
somando as equacdes (11) e (12) com os trés primeiros termos da série, fornecendo a
equacao (15):

Vigr — ¥ima

o 2Ax (14)

r

Vigr — 2V T Vi

Ax? (15)

Vit —

yi =i

yi1 —|

Figura 3 — Aproximagcao de uma funcéo y=f(x) por diferencas finitas. Fonte: Dos autores.

As condicgdes de contorno no método das diferencas finitas tém a fungdo de diminuir o
numero de varidveis no sistema de equaces, através de valores conhecidos no ponto e
relacionando pontos fora do elemento linear (nds artificiais da malha de diferencas
finitas) a pontos no seu interior, levando a um sistema de equacdes possivel
determinado para problemas estaticos.

. - - "~ I . ,
Para apoios do primeiro e segundo género, a flecha (*'i) e 0 momento (¥: ) no apoio é
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zero, logo: Yi =0e ¥ =0 = vy = =¥y,
2.3 Solucéo da equacéo da curva elastica pelo método das diferencas finitas

Para determinar a solucdo da equacdo (1) utilizando procedimento numérico, a fim de
encontrar uma solucdo aproximada, pode-se utilizar o Método das Diferencas Finitas.

Dessa maneira, admite-se calcular o valor aproximado da derivada segunda de uma
funcdo, conhecendo-se seus valores em trés pontos: “passado, presente e futuro”.
Aplicando a equacdo (15) na equacdo (1), obtém-se:

Vigr — 2V T ¥y
Ax?

+ k:}’i =0 (16)

Considerando, a = (2 - Ax?k?) , a equagdo (16) pode ser escrita como:

Yiog—ay; + v, =0 (17)

3. Metodologia

Realizou-se uma pesquisa descritiva que envolveu um levantamento bibliografico sobre
o fenbmeno de flambagem, o Método das Diferencas Finitas e a linguagem de
programacdo FORTRAN. Apods a construcdo de um arcabouco bibliografico, a equacao
diferencial da curva de deflexdo de uma viga foi formulada via Método das Diferencas
Finitas e se desenvolveu um cédigo (MDF.F90, desenvolvida pelo autor) capaz de
calcular a carga critica adimensional de flambagem de colunas. Para a validagdo do
codigo, utilizou-se a solucdo analitica e, por ultimo, realizou-se a plotagem dos graficos
das cargas criticas.

A formulacdo numérica seguiu trés estagios. O primeiro estagio consistiu na formulagéo
e escolha do método numérico apropriado ao problema analisado. Compreendido o
modelo tedrico diferencial, efetivou-se a aproximacdo da equacao diferencial por
expressdes discretas. No segundo estagio, aplicou-se o operador de diferencas finitas em
cada ponto contido no dominio discreto, gerando, assim, um sistema linear algébrico
matricial. A solucdo deste sistema de equacOes foi realizada através do método de
Jacobi. No terceiro estagio ocorreu o processo de tratamento, analise, validacdo dos
resultados obtidos em comparacdo com valores de referéncia (solucdo analitica) e
calculo do erro relativo.

Portanto, a obtencdo do valor da carga critica adimensional de flambagem segue ao
roteiro:

— Passo 1: Inserir o dado de entrada (numero de nos da malha);

— Passo 2: Dividir o comprimento da coluna 0 < x <L, em n partes segundo
a sua configuracéo;

— Passo 3: Aplicar a formula da diferenca central nos pontos da diviséo e as
condi¢cbes de contorno no sistema matricial montado, obtendo um
sistema de equacOes algébricas lineares que relacionam os valores de y
nos pontos da diviséo;
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— Passo 4: Resolver o sistema linear de equacdes algébricas obtido, através
do método de Jacobi, encontrando o maior valor de autovalor (a);

— Passo 5: Determinar o valor da carga critica adimensional (p) de
flambagem, a partir de a = (2 - Ax? k?), onde se obtém p = (2 — «) n’.

O seguinte fluxograma ilustra as etapas do processo que o programa MDF.F90 efetiva
para o célculo da carga critica adimensional de flambagem (Figura 4).

Aplicagdo do Método
das Diferengas Finitas
e condigdes de
contorno

Discretizagdo da
— colunaemn —>
elementos

Entrada: Nimero de
nos

v

Obtengdo do sistema
de equagoes —>
algébricas lineares

Aplicagdo do Método Obtengdo do
de Jacobi > autovalor a

v

Célculo da carga
critica adimensional p

Figura 4 - Etapas do processo do programa MDF.F90 para o célculo da carga critica adimensional de
flambagem. Fonte: Dos autores.

4. Estudo de caso: Resultados

Para a obtencdo da solucdo numérica, aplicou-se o codigo computacional MDF.F90,
implementado em linguagem de programacdo FORTRAN, para calcular o valor da
carga critica de uma coluna biapoiada de comprimento L, assumindo que a rigidez a
flexdo (EI) é constante ao longo do comprimento. Foi adotada uma previsdo de quatro
casas decimais.

Considerando uma discretizacdo de quatro nos, conforme a Figura 4, e substituindo i =1
e i =2 naequacdo (17), obtém-se o seguinte sistema linear:

Parai= l:yy; —ay, + v, =0

(18)

Parai= 2:y, —ay, + y; =0

Figura 4 - Coluna biapoiada e discretizada com quatro nds em diferengas finitas. Fonte: Dos autores.
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Aplicando as condigfes de contorno a vinculagdo do tipo biapoiada no sistema de
equac0es lineares acima, onde i=0Tyo=0eparai=3T y3=0, resultaem:

{_ﬂ}’i +y, =0
v, —ay, =0 (19)

2 olbal-alo d0I=o 0

Apds a obtencdo do autovalor a pelo método de Jacobi, o cddigo computacional
calculou o valor de carga critica adimensional através da equacdo p = (2 — a) n?,
fornecendo o valor de 9.0000, conforme Figura 5.

0 programa tem a finalidade de determinar o deslocamento maximo para a viga e

a carga critica adimensional para flambagem em uma coluna,com base no metodo numerico das diferencas finitas.
Numero de nos 4

Matriz de coeficientes A da coluna:
8.0 1.00
l.ee @.00
Calculando os autovalores da Matriz A pelo metodo de Jacobi
Autovalores da matriz A: 1.8008 -1.e800
Valor de alfa: 1.60e8
Valor da carga critica: 9.0000

Figura 5 - Resultados fornecidos pelo simulador em Fortran para coluna biapoiada discretizada em quatro
nos. Fonte: Dos autores.

Considerando uma discretizacdo de cinco nés, conforme a Figura 6, e substituindo i = 1,
i =2ei=3naequacdo (17), obtém-se o seguinte sistema linear:

Parai=1:y; —ay, + v, =0
Parai= 2:y, —ay, + y; =0 (21)
Parai= 3:y, —ay; +ty, =0

L4

La

Figura 6 - Coluna biapoiada e discretizada com cinco nés em diferengas finitas. Fonte: Dos autores.

Aplicando as condicGes de contorno para a vinculagdo do tipo biapoiada no sistema de
equac0es lineares acima, onde i=0Tyo=0ei=4T ys=0, resulta em:
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—ay, +y, =0
yy—ay, +y3 =0

¥, —ay; =0 (22)
0 1 0[N 1 0 0™
1 0 1||{¥|—a|0 1 O||¥]|=0 (23)
0 1 oDz 0 0 11Ll¥s

Apo6s a obtencdo do autovalor a pelo método de Jacobi, o cddigo computacional
calculou o valor de carga critica adimensional através da equacgio p = (2 — «) n?,
fornecendo o valor de 9.3726, conforme Figura 7.

0 programa tem a finalidade de determinar o deslocamento maximo para a viga e
a carga critica adimensional para flambagem em uma cocluna,com base no metode numerico das diferencas finitas.
Numero de nos 5
Matriz de coeficientes A da coluna:
6.0 1.00 6.ee
1.6 ©.ee 1.ee
6.0 1.00 6.ee
Calculando os autovalores da Matriz A pelo metodo de Jacobi

Autovalores da matriz A: 8.6000 -1.4142 1.4142
Valor de alfa: 1.4142
Valor da carga critica: 9.3726

Figura 7 - Resultados fornecidos pelo simulador em Fortran para coluna biapoiada discretizada em cinco
nos. Fonte: Dos autores.

Considerando uma discretizacdo de seis nos, conforme a Figura 8, e substituindo i =1, i
=2,i=3ei=4naequacdo (17), obtém-se o0 seguinte sistema linear:

Parai= l:yy, —ay; + v, =0
Parai= 2:y, —ay, +v; =0
(24)

Parai= 3:y, —ay; +y, =0

Parai=4:y; —ay, +yv; =0

p
l L/s
IUS
A
L/s
v
A
L/s
_¥
I L/5
P

Figura 8 - Coluna biapoiada e discretizada com seis nés em diferencas finitas. Fonte: Dos autores.

Aplicando as condicBes de contorno para a vinculacdo do tipo biapoiada no sistema de
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equac0es lineares acima, onde i=0Tyo=0ei=5T ys=0, resulta em:

—ay, +y, =0

yy—ay; +y; =0

Yo —ay; Ty, =0 (25)
vy —ay,=0

0 1 0 o] 1 0 0 0]
1 0 1 of|w 0o 1 0 oflw
2| :[_y
o 1 0 1|l %o o 1 ol (26)
o 0o 1 ol o 0o o 1illv

Apds a obtencdo do autovalor a pelo método de Jacobi, o cddigo computacional
calculou o valor de carga critica adimensional através da equacdo p = (2 — a) n?
fornecendo o valor de 9.5491, conforme Figura 9.

0 programa tem a finalidade de determinar o deslocamento maximo para a viga e
a carga critica adimensional para flambagem em uma coluna,com base no metodo numerico das diferencas finitas.
Numerc de nos 6
Matriz de coeficientes A da coluna:
8.80 1.00 0.0 0.00
l.ee @.ee 1.0 o.00
g.ee 1.00 .00 1.80
8.80 ©.00 1.0 ©0.00
Calculando os autovalores da Matriz A pelo metodo de Jacobi
Autovalores da matriz A: -8.6180 8.6188 -1.6188 1.6188
Valor de alfa: 1.61388@
Valor da carga critica: 9.5491

Figura 9 - Resultados fornecidos pelo simulador em Fortran para coluna biapoiada discretizada em seis
nos. Fonte: Dos autores.

A convergéncia do MDF no célculo da carga critica adimensional, para uma coluna
biapoiada, considerando diferentes nimeros de divisdes do elemento, € ilustrada na
Tabela 1.
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Tabela 1 - Resultados do MDF no célculo da carga critica adimensional para coluna biapoiada. Fonte:
Dos autores.

Carga Critica Adimensional de Flambagem (p)
~ - i Erro Relativo
Solucéo analitica | N° de nds MDF.F90

3 8,0000 18,94%
4 9,0000 8,81%
5 9,3726 5,04%
6 9,5491 3,25%
7 9,6462 2,26%
8 9,7051 1,67%

98696 9 9,7435 1,28%
10 9,7698 1,01%
11 9,7887 0,82%
21 9,8028 0,68%
51 9,8514 0,18%
52 9,8681 0,02%

Na Figura 10 observa-se a convergéncia e o erro relativo através da comparacao entre 0s
resultados do método numérico e analitico, respectivamente.

MDF.F90 Analitica
10
938
9,6
9,4
9,2
9
8,8
8,6
8,4

Carga Critica Adimensional

8
3 5 7 9111315171921232527293133353739414345474951
Ndmero de nés

1a% MDF.F90

Erro Relativo (%)
o
®

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
Numero de nds

Figura 10 — Acima: a convergéncia do MDF.F90 no célculo da carga critica adimensional para uma
coluna biapoiada, comparando com a solugdo analitica. Abaixo: erro relativo entre as solucfes analitica e
numeérica para a convergéncia do MDF.F90 no calculo da carga. Fonte: Dos autores.
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5. Conclusotes

O MDF.F90 apresentou-se eficaz para a determinagdo das cargas criticas adimensionais
de flambagem de pilares. Os resultados obtidos mostraram-se compativeis com 0s
valores esperados da literatura. Ainda, ap6s a obtencdo dos dados, foi possivel
confeccionar graficos de cargas criticas adimensionais.

Observou-se que, conforme ocorre 0 aumento do nimero de nds na discretizacdo da
coluna, o erro relativo diminui e o valor numérico aproxima-se cada vez mais da
solucdo analitica.

Portanto, considerando esses resultados, percebeu-se que a aplicacdo da experimentacao
numeérica via Método das Diferengas Finitas nos modelos diferenciais classicos de
pilares proporcionou um desempenho satisfatorio, devido ao baixo custo computacional
associado e geracdo de resultados com erros minimos no que se refere a ordem de
grandeza.
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