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Resumo: O conhecimento do comportamento estatico e dindmico é precipuo para a concepcéo de estruturas
mais leves e esbeltas sem afetar, contudo, a seguranca e a qualidade das mesmas. Portanto, torna-se
necessario utilizar teorias mais complexas, como formulacGes ndo lineares, evitando simplificagdes no
processo de andlise/projeto. Nesse contexto, uma formulacdo corrotacional do Método dos Elementos
Finitos para a andlise ndo linear dinamica de vigas, fundamentada na teoria de Euler-Bernoulli, é
apresentada. Um procedimento incremental-iterativo com o método de integracéo direta de Newmark e o
método de Newton-Raphson padrdo é empregado para obter a solugdo aproximada das equagdes ndo
lineares de movimento. Exemplos numéricos de problemas de vigas com ndo linearidade geométrica
encontrados na literatura sdo apresentados para demonstrar a precisdo e a eficiéncia do algoritmo
implementado com o programa livre Scilab. A relagdo constitutiva elastica linear para o material que
constitui as vigas é adotada. Como resposta dindmica das estruturas, as curvas tempo versus deslocamento
sdo apresentadas.

Palavras-chave: vigas, andlise dindmica, ndo linearidade geométrica, método de Newmark, formulacéo
corrotacional.

NONLINEAR DYNAMIC ANALYSIS OF BEAMS THROUGH
FEM CO-ROTATIONAL FORMULATION

Abstract: Knowledge of static and dynamic behavior is essential for the design of lighter and more slender
structures without affecting, however, their safety and quality. Therefore, it becomes necessary to use more
complex theories, as nonlinear formulations, avoiding simplifications in the analysis/design process. In this
context, a co-rotational formulation of the Finite Element Method for the dynamic nonlinear analysis of
beams, based on the Euler-Bernoulli theory, is presented. An incremental-iterative procedure with the
Newmark's direct integration method and the standard Newton-Raphson method is employed to obtain the
approximate solution of the nonlinear equations of motion. Numerical examples of beam problems with
geometric nonlinearity found in the literature are presented to demonstrate the accuracy and efficiency of
the algorithm implemented with the open-source software Scilab. The linear elastic constitutive relation for
the material that constitutes the beams is adopted. As a dynamic response of the structures, the displacement
versus time curves is shown.

Keywords: beams, dynamic analysis, geometric nonlinearity, Newmark's method, co-rotational
formulation.

1. Introducéo

Na atualidade, em funcdo do avanco cientifico e tecnoldgico, a realizacdo de analises
dindmicas néo lineares se torna cada vez mais premente, haja vista a necessidade de se
simular, da forma mais realista possivel, o0 comportamento estrutural de edificacfes e
equipamentos existentes, tais como fundagdes aporticadas de maquinas, pontes
rodoviarias e ferroviarias sujeitas a grandes deslocamentos, edificios altos submetidos a
acao do vento e estruturas em geral sujeitas a vibrac6es induzidas por abalos sismicos
(RODRIGUES; VENTURINI, 2005).

As formulacGes ndo lineares no dominio do tempo vém ganhando cada vez mais espago
na literatura especializada no que diz respeito a analise dindmica de estruturas. Esse tipo
de analise permite prever o comportamento de estruturas em situacfes além do limite
elastico, incluindo a perda de resisténcia e de rigidez relacionada ao comportamento
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inelastico dos materiais e a ocorréncia de grandes deslocamentos e rotagdes
(DEIERLEIN; REINHORN; WILLFORD, 2010; CODA; PACCOLA, 2014).

Estruturas de aco sdo comumente projetadas para edificios industriais e comerciais,
porque apresentam alta relagdo resisténcia/peso e excelente ductilidade. No caso de
estruturas leves e esbeltas, a influéncia de carregamentos dindmicos e os efeitos de
segunda ordem sdo mais pronunciados e, por isso, ndo podem ser desprezados durante a
analise. Além disso, diversas pesquisas tém sido realizadas na area de analise estrutural e
observou-se que apenas a analise estatica linear pode ndo ser capaz de descrever o
comportamento real de uma estrutura submetida as diversas solicitacdes externas,
principalmente no caso de situagdes atipicas, como terremotos e fortes rajadas de vento
(VIANA, 2019; SALLES et al., 2019).

As formulagGes néo lineares variam de acordo com a abordagem usada para descrever o
movimento e podem ser agrupadas em trés categorias: Lagrangeano Total (LT),
Lagrangeano Atualizado (LA) e Corrotacional (CR). A principal diferenca entre as duas
primeiras abordagens estd relacionada a configuracdo considerada na derivacdo das
equacdes do Método dos Elementos Finitos (MEF). Na formulacéo LT, todas as variaveis
sdo derivadas em relacdo a uma configuracdo de referéncia fixa, enquanto na formulacéo
LA, as equacdes do MEF sdo formuladas em relacdo a Gltima configuracéo de equilibrio.
Por outro lado, no conceito CR, as equacfes para cada elemento sdo desenvolvidas
considerando dois sistemas: um sistema de configuracdo de base e um sistema anexado
ao elemento (sistema de coordenadas corrotacionais) que se move, mas ndo se deforma
com o elemento. Assim, na abordagem CR, o movimento de corpo rigido é separado das
medidas deformacionais puras (VIANA et al., 2020).

O comportamento dindmico de uma estrutura pode ser induzido por cargas periodicas,
como cargas harmonicas, ou por cargas nao periddicas, como cargas impulsivas. Cargas
impulsivas s&o caracterizadas por um aumento instantaneo de magnitude seguido por uma
rapida diminuicdo durante um intervalo de tempo muito curto. No caso do carregamento
convencional, como harménico ou Heaviside, o carregamento € aplicado em um ponto
com magnitude constante ou variavel no tempo (SHANG; MACHADO; ABDALLA
FILHO, 2016).

A instabilidade dindmica pode ocorrer quando uma estrutura é submetida a cargas
periddicas ou quase periddicas devido a oscilacdo paramétrica. A magnitude dessa
resposta de oscilacdo aumenta rapidamente para um valor significativo podendo, além da
instabilidade dindmica estrutural, ocorrer uma falha catastrofica da estrutura (XU,
WANG,; LI, 2022).

O presente artigo tem por objetivo aplicar a formulacdo corrotacional do MEF
fundamentada na teoria de viga de Euler-Bernoulli, apresentada por Crisfield (1991) e
Yaw (2009), em analises dinamicas de vigas com ndo linearidade geométrica. Na teoria
de viga de Euler-Bernoulli, um plano inicialmente normal ao eixo neutro da viga
permanece plano e normal a esse eixo apés a deformacgéo (KIEN, 2004). Essa suposi¢do
despreza os efeitos da deformacéo por cisalhamento, sendo valida para vigas esbeltas ou
porticos constituidos por elementos estruturais esbeltos (TANG et al., 2019).

A solucdo da maioria dos problemas estruturais dindmicos requer o uso de algoritmos
numéricos (ARRUDA; MOLDOVAN, 2015). Um procedimento incremental e iterativo
baseado no método de integracao direta de Newmark (NEWMARK, 1959) e no método
de Newton-Raphson padrao € empregado para obter a solucdo aproximada das equacgdes
ndo lineares de movimento. O método de Newmark é escolhido para a integracdo
numerica da equacdo de movimento devido a sua simplicidade. As forcas residuais em
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cada intervalo de tempo sdo eliminadas usando o método iterativo de Newton-Raphson.

Trés exemplos numéricos de vigas sao apresentados para verificar a precisdo e a eficiéncia
do algoritmo implementado com o programa livre Scilab, versdo 2023.1.0 (SCILAB,
2023), no que tange a previsdo da resposta ndo linear das estruturas sob carregamento
dindmico no espaco tempo-deslocamento. A relacdo constitutiva elastica linear para o
material que constitui as vigas é adotada.

2. Elemento finito corrotacional de viga-pilar

O elemento finito de viga-pilar tem dois nos e trés graus de liberdade por nd. Assume-se
que ndo ha deformac&o de cisalhamento na viga e, entdo, a secdo transversal permanece
plana e normal ao eixo da mesma. Na configuragdo inicial, as coordenadas dos nos “1” e
“2” do elemento no sistema global sdo (X1, Y1) e (X2, Y2), respectivamente. O
comprimento inicial (indeformado) Lo da viga é dado pela seguinte equagdo (YAW,
2009):

Lo = \/(Xz — X%+ (Y, —Yp)2 1)

Para o elemento de viga na sua configuracdo corrente, as coordenadas nodais globais sdo
(X1 + U1, Y1 + Vi) para o n6 “1” e (X2 + Uz, Y2 + V2) para o nd “2”, em que ui € 0
deslocamento do nd i na direcdo X e vi é o deslocamento do nd i na dire¢do Y, comi =1,
2. O comprimento corrente (deformado) L é (YAW, 2009):

L=yX,+u, —X;—u)2+ (Yo +vy, — Y, —vy)2. (2)
O vetor de deslocamentos globais p do elemento finito m € dado por:

Pm=[w Vi 6; u, v, 6] 3)
O deslocamento axial local (u;) do elemento é calculado por:

u; = L — L. (@)

A deformacéo especifica ¢ é assumida constante e € determinada por € = u/Lo. A forga
axial N da viga €, entdo, dada por:

y _ FAT 5
T Ly ®)

na qual A é a area da secdo transversal e E € o modulo de elasticidade longitudinal.
Usando a andlise estrutural padrdo, os momentos locais nas extremidades do elemento de
viga-pilar (M; e M,) sdo relacionados com as rotacées nodais locais (011 e 021), e sdo dados
por (CRISFIELD, 1991; YAW, 2009):

[g] = ZL_]?E Alel) ©)

na qual I ¢ o momento de inércia da secéo transversal. As rotacdes nodais locais (011 e 621)
sdo computadas por, respectivamente:

0. = arct <cosB sinf; — sinf cosBl> 7

1 = arctan cosP cosP; + sinf sinf;/’ "
3 cosf3 sinf3, — sinf3 cosBz)

021 = arctan (cosB cosP, + sinp sinp,/’ ©
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sendo 1 =01 + Bo e B2 = 62 + Po, em que 0s angulos 01 e OB, sdo as rotagdes nodais globais
calculadas a partir do sistema de equacdes globais. As expressdes para o angulo inicial fo
e para o angulo corrente  da barra séo, respectivamente:

— arct (YZ_YI) 9
o = arctan X, =X,/ 9)
Y2+V2—Y1—V1)
= arct . 10
B = arc an(X2+u2—X1—u1 (10)

A matriz de rigidez tangente elementar Kel & determinada em funcédo da parcela da matriz
de rigidez dependente do material Km e da matriz de rigidez geométrica ou das tensdes
iniciais Kg, dada pela seguinte equacgdo (CRISFIELD, 1991; YAW, 2009):

K = Ky + K, (12)
na qual

Ky = BTDB, (12)

K¢ = gzzT T :z % (e + ™) (13)
A matriz D na Equacéo (12) é a matriz constitutiva dada por:

Eall O 0
D= " 0 4r? 2r2], (14)
Olo 2r? 4r?

emquer = \/I/_A é o raio de giracdo, 0s vetores z e r sdo, respectivamente:

z=[s —c 0 —-s c¢ 0]T, (15)

r=[-c —=s 0 ¢ s 0]F, (16)
e a matriz B é:

-s/L ¢/L 1 s/L —c/L 0
-s/L ¢/L 0 s/L —-c/L 1
As expressdes para calcular os valores do seno e do cosseno do angulo 3, denotados por
s e ¢ na Equacdo (17), sdo dadas por, respectivamente:

Y2+V2_Y1_V1

B =

—C -—S 0 c S 0
]. a7

sen(p) = 7 , (18)
X, +u;, —X; —u
cos(B) = 22 T L1 (19)
O vetor de forgas internas elementar Fel € determinado por:
Fq=BT[N M; M,]" (20)

3. Formulagéo para analise dindmica néo linear

A equacéo diferencial ordinaria de segunda ordem que governa a resposta dindmica néo
linear de um sistema estrutural em termos dos deslocamentos nodais é dada por (VIANA,
2019):
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Fine(w) + Mii + C — Fop = 0, (21)

sendo C a matriz de amortecimento proporcional & massa, M a matriz de massa, i 0 vetor
de velocidade, ii o vetor de aceleracéo, Fint 0 vetor de forgas internas e Fex: 0 vetor de
forcas externas.

A solucdo aproximada do sistema dado em Equacéo (21), cujas incognitas sdo u(t), a(t)
e ii(t), é obtida por um esquema de integracdo numérica. As condi¢cdes iniciais do
problema séo:

u(t=0) = ®ueunlt=0) = u (22)
O vetor aceleracdo no tempo t = 0 é obtido diretamente pela expressao:
% = M~ [Fex — Fine( “u) — € %u. (23)

Comumente, ha dois tipos de métodos de integracdo, que sao os explicitos e os implicitos.
Aqueles métodos, como o esquema de diferenca central (DE BORST et al., 2012), exigem
em geral um menor custo computacional do que estes devido a evitarem a solucdo de
sistemas de equacdes lineares, porém eles alcancam somente a estabilidade condicional.
Por outro lado, os métodos implicitos podem facilmente alcancar a estabilidade
incondicional e, portanto, seus passos de integracdo At sdo selecionados com base na
consideracdo da precisao (LI; YU, 2020).

Neste artigo é utilizado o método implicito de integracdo de Newmark (1959), o qual
consiste em expressar 0s vetores de deslocamentos e de velocidade em aproximacdes por
diferencas finitas no dominio do tempo. Para o instante de tempo atual (t + At), as
expressdes de Newmark para o deslocamento u e a velocidade u sdo dadas por,
respectivamente (MARQUES, 2006):

1
t+Atu — tu + At tl:l + Atz [(E_ B) tﬁ + B t+Atﬁ ) (24)

Hu= i+ Ar(l-y) N+ Aty N, (25)

em que B ey sdo constantes referentes ao método de Newmark e At € o intervalo de tempo.
Utilizando as Equacdes (24) e (25) na equacdo dinamica de equilibrio dada pela Equacao
(21), chega-se a equacdo na iteracdo (k + 1) e passo de tempo (t + At) (MARQUES, 2006;
CODA; PACCOLA, 2014):

t+At
t+Atg(k+1) = Fype (t+Atu(k)> + BTZI t+Atu(k) _ tAtyp t+Ath + trate t+Atrs -
N Y thAte At () y At tHAtQ tHatg _ tHAtg @

B At

na qual os vetores Qs e rs representam as contribuicdes dinamicas no tempo corrente e sdo
dados por, respectivamente (MARQUES, 2006):

t t,.
t+At u u ( 1 ) t..
= — 4 (=-1 27
A = a4 At(1 —y) il (28)

Nota-se nas equacOes anteriores que o superindice esquerdo (t) indica o passo de tempo
anterior e o superindice direito (k), a iteragdo anterior. A obtengdo da resposta dindmica
ndo linear é feita combinando-se a técnica de Newmark com o método iterativo de
Newton-Raphson padrdo (NR). As equacOes iterativas que estabelecem o equilibrio
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dindmico do sistema estrutural em funcdo da variavel deslocamento u séo:

tratg (k+1) t+atg (k1) _ —t+Atg(k+1), (29)
AL, (k1) _ erag, () + t+At8u(k+1), (30)
sendo "ARE*Y a matriz de rigidez efetiva dada por:
~ 1 Y (31)
t+Atgy (k+1) t+At t+At t+At, (K)
K =——"M+—""C+K u
B At? B At ( )
em que K(”Atu(k)) ¢ a matriz de rigidez tangente do sistema estrutural. A Figura 1

apresenta o algoritmo da técnica de integracdo de Newmark associada ao método de
Newton-Raphson padrao.

Entrada: At, tmax, Kmax
Saida: u, u, i1, t, Kyoea
1. tempo < tmax/At
2ue0,ue0,Kigq < 0
3. tic (inicia o crondbmetro)
4. % « M7Fop — Fipe( ®u) — € %u]
5. a; « BAt?
a; « BAt
az < YAt

© N
=<

10. Para np « 1, ..., tempo faca
11. Gy e 2

ai
12. GZ «— a4C
t t.
13. g <—a—r+a—:+ (Ziﬁ— 1) i
14, rg« +At(1-v) ti
15. G3 « Mg,
16. G4 « Cry
17. G < az;Cqg
18. Gg « 15 —azqq
19. Enquanto k < kmax faca
20.  R&D « K(u®) + Gy + G,
21, g® D B (u®) — Fopp + G1u® + G, u® — G3 + G, — Gs
29, suk+D) _[K(k+1)]_1g(k+1)

23. uk+D  g® 4 gyt

24, )« a,uk+D 4 Gy

25. ﬁ(k+1) P asu(k+1) - qs

26.  Se|[du®*V|| < tol [ju®+V]| entdo
217. Sai do Enquanto

28. Fim-Se

29. Fim-Enquanto
30. ktotal < ktotal +k
31. Fim-Para

32. l(médio < ktotal/np
33. toc (I& o cronbmetro)

Figura 1 — Algoritmo da técnica de integracdo de Newmark com o método de Newton-Raphson padrao.
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Os dados de entrada no algoritmo s&o: o vetor de deslocamentos °u; o vetor de velocidade

%%; 0 incremento de tempo At; 0 tempo MAaximo tmax; 0 Nimero maximo de iteracdes em
cada passo de tempo kmax; € a tolerancia tol para o critério de convergéncia. As saidas do
mesmo Sao: 0s vetores u, U, ii; 0 numero total de iteracGes acumuladas até a convergéncia
para a solugdo (Kiotal); NUMero médio de iteracbes por passo de tempo (Kmedio); € 0 tempo
de processamento em segundos.

A matriz de massa concentrada M (lumped mass model) é uma matriz diagonal sendo
representada por (CHOPRA, 1995; LE; BATTINI; HJIAJ, 2011):

M=[g 3] (32)
03 m
na qual
10 0 (33)
AL
m="22lp 1 o0 }
2 o 0 Ly2/12

Na Equagdo (32) 03 € a matriz nula de ordem 3 e p é a densidade. Nessa matriz, toda a
massa dos elementos é transferida diretamente para seus nés. A matriz de amortecimento
C é proporcional a massa sendo definida pela expresséao:

C=2cyM, (34)
em que Cm € 0 coeficiente de amortecimento.

4. Resultados numéricos

Um cddigo computacional escrito com o programa Scilab (SCILAB, 2023) ¢
desenvolvido com base no algoritmo descrito na Figura 1. Trés exemplos numéricos
encontrados na literatura sdo mostrados para avaliar a precisdo e a eficiéncia da
formulacdo apresentada, no que diz respeito a prever o comportamento dindmico elastico
ndo linear de vigas planas. Em todas as analises estruturais, adota-se a matriz de massa
concentrada dada pelas Equaces (32) e (33). As constantes y ¢ B referentes ao método
de Newmark sdo consideradas iguais a 0,5 e 0,25, respectivamente.

4.1 Viga em balanco sujeita a uma forca P(t) e sem amortecimento

Seja a viga em balanco ilustrada na Figura 2 com comprimento indeformado Lo = 1,0 x
10 cm e secdo transversal retangular com dimensdes (50 x 25) cm?. O material que
constitui a mesma tem maédulo de elasticidade longitudinal E = 210 GPa e massa por
unidade de volume igual a 7,850 x 10% kg/m?.

P(t)

//////I/////
-« ¥
$em

1000 ¢m M om

-
Y

Figura 2 — Viga em balanco: modelo estrutural.
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Essa estrutura é submetida a uma forca vertical em kN em sua extremidade livre em
funcéo do tempo t dada pela equacéo:

P(t) = 10* sen(50 t). (35)

Vinte elementos finitos de viga-pilar séo usados na discretizacdo da viga. O incremento
de tempo adotado é At = 1,0 x 10, a tolerancia para o critério de convergéncia tol = 1,0
x 107, 0 tempo Maximo tmax = 1,5 s € 0 niimero maximo de iteracdes por passo de tempo
Kmax = 200.

A resposta ndo linear referente & curva tempo versus deslocamento vertical na
extremidade livre € mostrada na Figura 3, havendo razoavel concordancia com os pontos
obtidos por Viana et al. (2020). A analise dinamica € efetuada sem amortecimento, sendo
a matriz de amortecimento C = 0. A solucdo aproximada é alcancada com o numero de
passos de tempo np = 1,5 x 10* e de iteragdes acumuladas até a convergéncia Keotal =
3,0011 x 10* (Kmedio = 2,0007).

b
@

» » Algertma
- #+ # Viseelal (2020)

© o
IS o

<
N

vl (cmicm)
o

04

0.6

7 _ P IS S I I I —" S— TS S E—" TS T— " T W W=
0 01 02 03 04 05 06 07 08B D09 1 1112 13 14 15 16
tempo (3)

Figura 3 — Viga em balanco: curva tempo versus deslocamento vertical na extremidade livre da viga.

4.2 Viga biengastada sujeita a uma forca P(t) e sem amortecimento

A viga biengastada ilustrada na Figura 4 tem 51 cm de comprimento e se¢édo transversal
retangular com area A = 0,806 cm? e momento de inércia | = 6,77 x 103 cm*. O médulo
de elasticidade e a massa volumétrica sdo adotados iguais a 206,84 GPa e 2,7786 x 10°
Ns2/m*, respectivamente. Incrementos constantes de tempo At e de magnitude 1,0 x 10
s sdo considerados para a anélise transiente. Uma carga P = 2,85 kN ¢ aplicada na
estrutura durante 1,0 s e o deslocamento vertical no centro da viga (ponto de aplicacdo da
forca) é controlado durante 0,005 s. Adotam-se a tolerancia tol para o critério de
convergéncia igual a 1,0 x 10"%° e 0 nmero maximo de iteragdes kmax igual a 200. Na
discretizagdo da estrutura, 40 elementos finitos de viga-pilar sdo utilizados.

A anélise dinamica é efetuada sem amortecimento (matriz de amortecimento C = 0). A
resposta ndo linear tempo versus deslocamento vertical no centro da viga € apresentada
na Figura 5, havendo razoavel concordancia com os pontos obtidos por Yang e Saigal
(1984) e Silva (2009). A solucéo é alcancada com o nimero de passos de tempo np = 500
e de iteracbes acumuladas até a convergéncia Kiotar = 1823 (kmedio = 3,646). As
configuragdes deformadas e indeformada para alguns passos de tempo t sdéo mostradas na
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Figura 6.

GRS,

P(1) P(N),

25, 5em 255¢m
e ) |

Figura 4 — Viga biengastada: a) modelo estrutural e b) forca em funcéo do tempo.

»——e——a Programa
Yang e Salgal (1984)
. » * Silva (2009)

deslocamento vertical (cm)

tempo (s)

Figura 5 — Viga biengastada: curva tempo versus deslocamento vertical no centro da viga.

; Legenda:
£ mup=0it=03)
m np =50 (t=0,0005s)
m np =100t =0001 s)
np = 270 (t = 0,0027 5}
E m np =340 (1= 0,0034 3)
> @ np =500 (L= 0,005 3)

X (m)

Figura 6 — Viga biengastada: configura¢tes deformadas e indeformada para alguns passos de tempos t.

4.3 Viga em balanco sujeita a uma forca P(t) e com amortecimento

Considere a viga em balanco sujeita a uma forca concentrada dindmica P(t) na sua
extremidade livre, conforme a Figura 7. O objetivo deste exemplo é verificar a formulagéo
relacionada ao amortecimento. A rigidez a flexdo da viga é elevada e sdo obtidos 0s
deslocamentos verticais no ponto de aplicacdo da carga. A malha de elementos finitos
consiste de 10 elementos e 11 nds. Os parametros adotados para analise dindmica sdo: At
=1,0 x 10*s; tol = 1,0 x 107°; kKmax = 200; € tmax = 0,05 s.

As respostas dindmicas para as situa¢des sem (cm = 0) e com amortecimento (cm = 200 s
1y sdo apresentadas na Figura 8, havendo razoavel conformidade com os pontos obtidos
por Marques (2006). Salienta-se que o deslocamento vertical para a analise dindmica com
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amortecimento converge para 0,0257067 m (para o tempo t = 0,05 s). Os resultados
numéricos (np, Krotal € Kmedio) SA0 apresentados na Tabela 1.

E=210GPa
1=53333  10*m!
A~ 0.04 m?

p =785 10¢ Ns*/m* P(t) P(N)
4 S« e

12m

LY

— 3

b tis)

¥

a)

Figura 7 — Viga em balanco: a) modelo estrutural e propriedades materiais e geométricas; e b) carga

dindmica.
* « «Com smortecmento. programea
+ « +Sem amorfecmente pregrama
0.06 e =« Sem amorteciments: Margues (2006)
» ¥ Com amortecimernto: Marques {2006)
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Figura 8 — Viga em balanco: curva tempo versus deslocamento vertical para a viga sem e com
amortecimento.

Tabela 1 — Resultados numéricos para a viga em balango sem e com amortecimento

Andlise dindmica np Ktotal Kmedio
Sem amortecimento 500 1350 2,70
Com amortecimento 500 1015 2,03

Fonte: O préprio autor.

4.4 Considerac0es adicionais acerca das analises dinamicas

A abordagem corrotacional € um método atraente para derivar elementos finitos de viga-
pilar ndo lineares eficientes. A ideia principal dessa abordagem € que o movimento do
elemento é decomposto em duas partes: corpo rigido e deformacional puro. Um sistema
de coordenadas locais, que se move e gira com o movimento geral do corpo rigido do
elemento, é definido. A parte deformacional é medida nesse sistema local.

Verifica-se que o procedimento baseado no método implicito de Newmark e no método
de Newton-Raphson padrdo € adequado para as analises ndo lineares dinamicas dos
problemas estudados. As condic¢des de equilibrio sdo usadas no tempo (t + At) e a matriz
de rigidez efetiva K ¢ atualizada a cada iteracio na fase de correcao da solucéo predita.
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O método de Newmark € conhecido como método de aceleragcdo linear. Os dois
parametros constantes 3 e y controlam a preciséo e a estabilidade desse método. O método
pode ser implicito ou explicito dependendo do valor de B (MORADIPOUR et al., 2013).

Destaca-se a importancia em se adotar intervalos de tempo At adequados, uma vez que a
discretizagdo temporal esta diretamente ligada com a estabilidade e/ou a precisdo da
resposta do algoritmo (MARQUES, 2006; CAVALCANTE; MACIEL; GRECO, 2018).
A escolha da matriz de massa também tem relevancia, haja vista que sua escolha de forma
equivocada pode acarretar em resultados incoerentes (LE; BATTINI; HIIAJ, 2011).

5. Concluséao

Uma formulagéo corrotacional de elementos finitos fundamentada na teoria de viga de
Euler-Bernoulli e um procedimento numérico para analise dinamica geometricamente
n&o linear de vigas (com grandes rotacdes e deslocamentos, mas pequenas deformacdes)
foram apresentados. O procedimento iterativo e incremental baseado no método de
integracdo direta de Newmark e no método de Newton-Raphson padrao foi empregado
para a solucdo do sistema das equagdes ndo lineares de movimento.

A partir dos exemplos numéricos estudados, a precisdo e a eficiéncia do modelo
numérico-computacional implementado ficaram bem demonstradas. Acredita-se que a
formulacdo corrotacional consistente para o elemento de viga-pilar e o procedimento
numérico aqui apresentados podem representar uma valiosa ferramenta de engenharia
para a analise ndo linear dindmica de estruturas reticuladas.

Os seguintes temas para pesquisa futura sdo sugeridos no que tange a implementacéo
computacional: incorporar a0 modelo numérico a ndo linearidade fisica por meio de
modelos constitutivos da Elastoplasticidade e da Mecanica do Dano; inserir elemento de
ligacdo de comprimento nulo para simular a ligacdo semirrigida; inserir a formulacéo de
elementos de viga-pilar baseada na teoria de vida de Timoshenko; fazer analises com
outras matrizes de massa, como a matriz de massa de Timoshenko; aplicar o modelo
numérico a porticos e arcos planos; e, por fim, implementar outros métodos implicitos de
integracdo temporal para obter a solugdo aproximada do sistema de equagdes nao lineares
do movimento.
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