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Resumo: A interacdo entre a radiacdo e a matéria envolve fendmenos que incluem de processos atdmicos
até a alteragdes estruturais macroscopicas. Isto exige modelos que capturem memoria de estados
anteriores, a ndo localidade ¢ o comportamento anémalo. O calculo fracionario, que ¢ uma generalizagdo
do calculo classico, prevé-se ser uma ferramenta promissora para a descri¢ao de sistemas complexos,
especialmente no contexto de materiais poliméricos e meios desordenados. Neste trabalho, investiga-se a
aplicagdo da derivada fracionaria de Griinwald—Letnikov ao logaritmo do coeficiente de atenuagdo linear
(LAC) do polimero PVDC. Pretende-se avaliar a ordem fraciondria como uma métrica quantitativa de
complexidade radioldgica. Gragas a obtencdo de dados via Phy-X, um modelo fracionario do tipo Log
(LAC) = a*D* (Log (LAC)) + b ¢ ajustado. Os resultados revelam que a ordem fracionaria a = 0,001, tem
comportamento local e auséncia de memoria fraciondria significativa, o ajuste apresenta elevada precisdo,
(R? = 0,999997, RMSE = 0,00528 e critérios de informacdo AIC e BIC extremamente baixos), o que
reflete elevada parciménia. Embora os residuos ndo obedegam aos pressupostos de normalidade e de
independéncia, o comportamento pertence a modelos quase-perfeitos aplicados a materiais altamente
homogéneos. A andlise confirma que o PVDC se situa no extremo inferior de uma escala de
complexidade radiologica baseada em o, podendo vir a ser tratado como um material de referéncia. E
proposta, uma taxonomia fracionaria para classificagdo de materiais irradiados, cujo potencial para
aplicagdo futura em metais pesados, compositos e sistemas com histerese ¢ bastante interessante.

Palavras-chave: calculo fracionario, PVDC, coeficiente de atenuag@o linear, complexidade radiologica,
Griinwald-Letnikov.

EXPLORING THE FRACTIONAL ORDER AS A
COMPLEXITY METRIC IN IRRADIATED MATERIALS —
THE PVDC STUDY CASE

Abstract: The interaction between radiation and matter involves phenomena ranging from atomic-scale
processes to macroscopic structural changes, requiring models capable of capturing memory, nonlocality,
and anomalous behavior. Fractional calculus, a generalization of classical calculus, has emerged as a
promising tool for describing complex systems, particularly in polymeric materials and disordered media.
In this work, we investigate the application of the Griinwald—Letnikov (GL) fractional derivative to the
logarithm of the linear attenuation coefficient (LAC) of the PVDC polymer, with the aim of evaluating
the fractional order as a quantitative metric of radiological complexity. Using attenuation data obtained
from Phy-X, a fractional model of the form Log (LAC) = a*D* (Log (LAC)) + b is fitted. The results
show that the optimal fractional order o = 0.001 corresponds to a local behavior with no significant
fractional memory. The model exhibits high accuracy, with R? = 0.999997, RMSE = 0.00528, and
extremely low AIC and BIC values, reflecting strong parsimony. Although the residuals do not satisfy the
assumptions of normality and independence, such behavior is characteristic of near-perfect models
applied to highly homogeneous materials. The analysis confirms that PVDC lies at the lower bound of a
radiological complexity scale based on o and may therefore be treated as a reference material.
Accordingly, a fractional-based taxonomy for classifying irradiated materials is proposed, with potential
applications to heavy metals, composites, and systems exhibiting hysteresis.

Keywords: fractional calculus, PVDC, linear attenuation coefficient, radiological complexity,
Griinwald-Letnikov.

1. Introducio

A modelagem da interagdo da radiacdo com a matéria ¢ um desafio na engenharia de
materiais aplicada a protegdo radiologica, pois requer descri¢des rigorosas de
fenomenos que vao de processos atomicos até modificagdes estruturais e funcionais na
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escala macroscopica. A resposta de um material a radiagdo determina-se por fatores
como a natureza e energia das particulas incidentes, os mecanismos energéticos, a
formagao de defeitos e evolugdo temporal assim como as alteragdes posteriores nas
propriedades mecanicas, térmicas, elétricas e quimicas.

Os materiais reais sdo heterogéneos, anisotropicos € t€ém comportamentos ndo linear.
Este comportamento limita a aplicacdo de modelos classicos baseados em parametros
médios ou em aproximacdes continuas simplificadas. Assim, abordagens avangadas,
como ¢ o exemplo da modelagem fracionaria destacam-se pela capacidade de captura da
complexidade intrinseca dos sistemas irradiados e de representar, de forma fiel, os
mecanismos fisicos subjacentes.

Uma das mais importantes métricas que se utiliza para descrever a probabilidade de
absor¢ao ou de dispersao de fotdes em um material, ¢ o coeficiente de atenuacao linear
(LAC). O LAC utiliza-se amplamente em dosimetria, protecdo radiologica,
caracterizacdo de polimeros e analise estrutural (Attix, 1986; Knoll, 2010) e os calculos
dos seus valores baseiam-se em ferramentas como o XCOM ou Phy-x, que
disponibilizam coeficientes de atenuag¢do calculados a partir de bases de dados
experimentais. Os valores obtidos constituem uma descrigdo continua do
comportamento do coeficiente de atenuagdo linear em fungdo dos principais processos
de interacdo tais como o efeito fotoelétrico, espalhamento Compton e a producdo de
pares (Hubbell & Seltzer, 1995).

O calculo fracionario tornou-se nos ultimos anos uma ferramenta til para modelagem
de sistemas que exibam efeitos de memoria, ndo-localidade e comportamento anomalo,
que se observam em materiais heterogéneos, poliméricos e meios desordenados (Sun et
al., 2018; Tarasov, 2011). Em acordo com o teorema fundamental do célculo, o célculo

fracionario ¢ uma generalizacdo entre o cdlculo diferencial e o integral classico
(Mainardi, 2010; Tarasov, 2011). Neste sentido, a derivada fracionaria de Griinwald —
Letnikov, destaca-se com a formulagdo discreta para dados tabulados (Li & Zeng, 2015;
Podlubny, 1999) cuja equacgao utilizada neste trabalho expressa-se na equacao (1).

k )
Dy f(k) = PAe 1V et Sk = ) (1)

A aplicacdo da equacao (1) ao logaritmo dos valores de LAC resulta na equagao (2). A
equacdo (2) combina a simplicidade matematica, estabilidade numérica e capacidade de
incorporar efeitos de memoria através da derivada fracionaria de Griinwald—Letnikov.
Esta formulacdo discreta deve ser entendida como uma representagao util e ndo como
uma descrigao fisica definitiva, sendo a sua validade limitada ao dominio de energias
analisado.

Log(LAC) = aD_ [Log(LAC)] + b (2)

Onde DZL ¢ a derivada fracionaria de GL aplicada ao vetor f que por sua vez ¢ igual a
log (LAC), a e b s30 os pardmetros ajustados e o 0 pardmetro fraciondrio.

A hipédtese central deste trabalho ¢ permitir o estudo da resposta LAC do material
polimérico PVDC e verificar se esta se captura por operadores fraciondrios, para revelar
padrdes estruturais e regularidades ocultas nos dados experimentais. Investiga-se
também a influéncia da ordem fracionaria, o, como parametro ajustdvel na qualidade da
modelagido avaliando-se o desempenho através de métricas estatisticas (RMSE e R?),
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testes de pressupostos e critérios de informagao de Akaike e de Bayes (AIC e BIC).

A selegao do PVDC (poli dicloreto de vinila) como material de estudo justifica-se por
trés razdes principais. Primeiramente o PVDC apresenta elevada homogeneidade
estrutural e composicdo quimica estavel, traduzindo-se em comportamento perante a
radiagdo suave e monotonico ao longo de todo o espectro energético. A auséncia de
bandas electronicas de absor¢do pronunciadas (como as K, L ou M observadas em
elementos de maior numero atomico) faz do PVDC um caso limite ideal para verificar
se os operadores fracionarios conseguem identificar corretamente materiais com baixa
complexidade e minima memoria ndo local. Em segundo lugar, como o material
polimérico se utiliza em diversas aplicagdes industriais e tecnologicas, como filmes de
barreira, embalagens e componentes expostos a radiagdo em ambientes laboratoriais a
compreensdo da resposta a radiacdo do PVDC tem relevancia pratica, e, fornece um
ponto de referéncia para outros materiais mais complexos. Em terceiro lugar o LAC do
PVDC ¢ altamente regular, sem transi¢des abruptas entre regimes fotoelétrico, Compton
e de producdo de pares, o que permite avaliar se a ordem fracionaria o obtida pelo
modelo reflete adequadamente a simplicidade estrutural do material.

A escolha de aplicar o operador fracionario ao Log(LAC) motiva-se por duas razdes
principais o comportamento do LAC em funcdo da energia apresenta variacoes
multi-regime associadas ao processo de producdo de pares, processos fotoelétricos e
Compton que se conhecem como exibindo transi¢cdes suaves e dependéncias historicas
implicitas (Hubbell & Seltzer, 1995) e o célculo fracionario reconhece-se como o
instrumento que permite a modelagem de sistemas com memoria, com ndo localidade e
comportamento anOmalo, caracteristicas estas presentes em materiais complexos,
polimeros ¢ meios desordenados (Mainardi, 2010; Sun et al., 2018; Tarasov, 2011).

Esta abordagem utiliza-se em modelagem de difusdo andmala, transporte em meios
heterogéneos e resposta eletromagnética de materiais complexos (Sun et al., 2018), mas
a aplicacdo a LAC permanece inexplorada o que representa uma contribui¢do original
do trabalho.

2. Metodologia

A base de dados Phy-X utiliza-se para obter os valores LAC (coeficiente de atenuacao
linear) para o polimero PVDC (Poli dicloreto de vinila). No Phy-X, introduziram-se as
fragdes massicas do polimero (0,2447 C; 0,0208 H; 0,7315 CI) e definiu-se uma
densidade de 1700 kg/m?®. A andlise realizou-se no intervalo energético de 0,001 MeV a
100000 MeV, obtendo-se finalmente um ficheiro Excel contendo os valores de LAC.
(Sakar et al., 2020).

Em Python realiza-se um codigo de ajuste da funcdo empirica de ordem fracionaria
utilizada para descrever como LAC varia com a energia do fotdo incidente, cuja férmula
adotada ¢ fornecida na equagdo (1) e (2). A equacdo expressa que o comportamento
logaritmico do material pode ser reconstruido a partir da sua derivada fracionaria, e o
valor de a aindica quanta memoria ou complexidade estrutural o material possui.

No modelo proposto, a derivada de Griinwald-Letnikov constitui-se por um parametro o
que controla o grau de memoria. Entdo valores pequenos tornam o comportamento
local, enquanto valores grandes incorporam dependéncia de longo alcance. Assim, a
otimizagdo de o para o valor cujo erro seja o menor, permite a descri¢do da resposta do
material a radiagdo, o que funciona como um parametro fisico-matematico relacionado
com a complexidade do meio. Os coeficientes a e b, determinam-se por ajuste numérico
via curve fit em Python, o que garante que o modelo fracionario se aproxima da
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estrutura logaritmica dos dados experimentais. A combinacao entre operador fracionario
o € o ajuste paramétrico permite capturar quer a componente estrutural (D*) quer a
componente de escala e deslocamento via a e b, o que resulta num modelo hibrido com
forte capacidade descritiva.

O algoritmo de ajuste permitiu construir o cddigo de ajuste em Python, e estd
representado no Quadro 1.

Quadro 1. Algoritmo de ajuste de Griinwald-Letnikov para o PVDC

INICIO

1. Ler dados:
- Vetor de energias x
- Vetor de coeficientes LAC
- Caleular log_dados = log{(LAC)

2. Definir fungio GL (f, u):
- Calcular derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov
- Retornar vetor GL_alpha

3. Definir modelo linear:
y=a* GL_alpha+b

4. Otimizar a:
para a no intervalo definido:
GL_alpha = GL (log_dados, o)
ajustar modelo linear (obter a e b)
calcular erro (RMSE)
guardar a com menor RMSE

5. Com @ dtimo;
- Caleular GL final

- Calcular y_pred = a_opt * GL_final + b_opt

6. Calcular métricas finais:
- RMSE, MAE, MAPE, R%, AIC, BIC
- Residuos = log_dados - y_pred

7. Gerar graficos:

- Ajuste log (LAC) vs energia

- Residuos vs energia

- Regressio linear GL_final vs log (LAC)
FIM
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3. Resultados

O ajuste obteve o parametro de ordem fracionaria igual a 0.001, parametro a = 1,00254
e b = -0,00066698 para um valor de erro RMSE (Root Mean Square Error) =
0,00528038.

A qualidade do ajuste do modelo fracionario avalia-se via métricas estatisticas classicas
e testes de pressupostos aplicados aos residuos. O coeficiente de determinacao obtido,
R?=0,999997, indica que o modelo explica quase toda a variabilidade observada no Log
(LAC), o que se reflete em um ajuste perfeito, cujo reforco se complementa com valores
de AIC e BIC extremamente baixos (AIC = - 824,514 e BIC = -819,775) que
evidenciam com apenas dois parametros ajustaveis (a € b) e uma ordem fracionaria o
muito pequena, a elevada parcimonia do modelo.

Apesar da qualidade global do ajuste, os testes de pressupostos aplicados aos residuos
ndo obedeceram as hipoteses cldssicas. O teste de Shapiro—Wilk apresentou p-valor
baixo e igual a 0,0000728694, indicando rejeicdo da normalidade dos residuos. De
forma complementar, o teste de Durbin—Watson resultou em DW = 0,0900065, valor
muito inferior ao intervalo de independéncia, revelando forte autocorrelagdo positiva.

O ajuste obtido nestas condigdes observa-se nas Figura 1-3 realizadas em Python, IDE
Spyder. As figuras apresentam a analise completa do modelo fracionario aplicado ao
PVDC: a Figura 1 mostra a regressdo linear no espaco fraciondrio para a equagao (2),
utilizando os parametros a=0,001, a=1,00254 ¢ b=-0,00066698; a Figura 2 exibe o
ajuste 6timo obtido pelo operador de Griinwald—Letnikov aos dados experimentais; a
Figura 3 apresenta os residuos correspondentes, permitindo avaliar a estrutura do erro.

Regressao Linear no Espaco Fracionario

® Dados (GL vs log(LAC))
81 — Regresséao linear
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Figura 2. Regressdo linear no espaco fracionario para a equagdo (2) com valores de
parametros o = 0,001, a=1,00254 ¢ b = -0,00066698
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Ajuste 6timo com Grunwald-Letnikov - PVDC
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Figura 2. Ajuste 6timo para Griinwald-Letnikov para o PVDC para a equagdo (2) com

valores de parametros o = 0,001, a=1,00254 ¢ b = -0,00066698
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Figura 3. Residuos do modelo fracionario para a equacdo (2) com valores de

parametros a = 0,001, a=1,00254 ¢ b =-0,00066698

V.18, N°.1, 2026

Pdgina 6



Revista de Engenharia e Tecnologia ISSN 2176-7270

Desta forma o ajuste obtido apresenta uma caracteristica relevante, a curva ajustada e os
dados experimentais sobrepdem-se ao longo de varias ordens de grandeza em energia
(MeV), o que evidencia comportamento face a radiacdo demasiado regular. Este
comportamento, tipico de modelos quase perfeitos aplicados a materiais altamente
homogéneos, garante que o ajuste descreva LAC, mas permite a interpretacdo da ordem
fraciondria enquanto indicador quantitativo da simplicidade estrutural do PVDC.

4. Discussao dos resultados

Podem reter-se cinco ideias-chave a partir do ajuste quase perfeito obtido neste trabalho.
Embora o modelo descreva os dados com elevada precisdo, isso ndo garante que a
estrutura fraciondria seja a descricdo fisica correta, pois 0 modelo ¢ empirico € podem
existir alternativas com desempenho semelhante (1). O modelo mostrou bom
desempenho apenas no intervalo de energia analisado; como nao foi validado fora dele,
qualquer extrapolagdo deve ser feita com precaugdo, sem garantia de comportamento
idéntico em outras condi¢des experimentais ou noutros polimeros (2). A interpretagdao
fisica dos pardmetros exige prudéncia: pequenas variagdes nos dados podem alterar
significativamente os valores ajustados; por isso, recomenda-se uma analise de
sensibilidade para avaliar a robustez face ao ruido experimental e a diferentes
estratégias de ajuste (3). Mesmo com residuos aparentemente aleatorios, podem
subsistir efeitos sistematicos ndo captados pelo modelo (4). Apesar do bom ajuste, o
modelo deve ser usado sobretudo em contexto comparativo. (5) Em sintese, ¢ um
modelo util, mas ndo definitivo; resultados promissores devem ser confirmados com
novos conjuntos de dados, outros materiais e diferentes condigdes experimentais.

Considera-se ainda face aos resultados obtidos, o modelo ajustado como o modelo
identidade, pois a aproxima-se de um valor descrito pela equagdo (3), o que significa
que o modelo fracionario colapsa para o modelo classico, ndo se justificando o ajuste
fracionario para o PVDC.

Df~f (3)

Por conseguinte, e, face aos resultados a ordem fracionaria o considera-se como um
indice quantitativo de complexidade radioldgica do material, respondendo assim ao
problema cientifico, j4 que GL modela a variacdo do coeficiente LAC em funcdo da
energia. Assim o operador identifica que o PVDC se encontra no limite inferior da
escala de complexidade, funcionando como um material de referéncia para sistemas
altamente homogéneos.

Do ponto de vista fisico, estes resultados sdo coerentes com a natureza quimica do
PVDC que retrata um polimero composto por elementos de baixo niumero atdmico, sem
bandas de absorcdo eletronicas pronunciadas e com ligagdes quimicas relativamente
uniformes. A auséncia de transi¢des eletronicas abruptas ou efeitos de borda K, L ou M
explica o RMSE extremamente baixos e o facto de o modelo fracionario colapsar para o
caso classico. Em contraste, materiais complexos como metais pesados, compositos ou
sistemas com heterogeneidade estrutural irdo tender a apresentar valores de o
significativamente maiores.

Estes resultados abrem caminho para investigacdes futuras envolvendo materiais com
maior complexidade estrutural, como metais utilizados em blindagem, compdsitos
poliméricos, materiais com histerese ou sistemas com transi¢des eletronicas abruptas. A
comparagdo sistematica dos valores de ordem fraciondria a entre diferentes classes de
materiais vai permitir consolidar a metodologia proposta para estabelecer uma
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taxonomia fracionaria da interagdo radiagdo—matéria, como se observa:

e 0 < a < 0,05: o comportamento nesta situagdo ¢ essencialmente local, sem
memoria fraciondria relevante, para materiais homogéneos de resposta suave e
previsivel, sem transi¢des abruptas. Exemplo: PVDC (caso limite);

e 0,05 < a < 0,2: Existe memoria fracionaria moderada, com presenga de
estruturas suaves, mas com uma certa dependéncia histérica e leve
nado-localidade. A heterogeneidade ¢ moderada ou existem pequenas
irregularidades estruturais;

e 0,2 < a < 0,5: O comportamento nado-local ¢ significativo, com resposta
multiescala, existéncia de transicdes mais marcadas e maior sensibilidade a
variagoes estruturais; tipico de compositos, materiais com bordas de absor¢ao e
meios desordenados;

e o > 0,5: Alta complexidade radiologica, forte ndo localidade, memoria
fracionaria pronunciada, transi¢gdes abruptas e comportamento andmalo;
esperado em metais pesados, materiais com bordas K, L, M bem definidas e
sistemas com histerese.

Nesta escala, o PVDC posiciona-se no extremo inferior, sendo um eventual material de
referéncia para baixa complexidade. Estudos futuros poderdo refinar estes intervalos a
partir da analise sistematica de diferentes classes de materiais, consolidando a ordem
fracionaria como métrica robusta de complexidade na interagao radiagdo—matéria.

5. Conclusao

Em sintese, este estudo demonstra que operadores fracionarios ndo somente modelam a
variacdo do coeficiente de atenuacgdo linear, mas fornecem uma métrica interpretavel e
fisicamente fundamentada para quantificar a complexidade estrutural de materiais
irradiados. A abordagem proposta abre caminho para uma nova classe de analises
comparativas, com potencial para impactar o estudo de polimeros, compdsitos e
materiais avancados utilizados em protegao radiologica.

O estudo demonstra ainda que o PVDC apresenta complexidade radioldgica minima,
com ordem fraciondria igual a 0.001, comportamento local e auséncia de memoria. O
modelo fracionario ajusta os dados com precisdo quase perfeita, mas ndo representa
necessariamente a fisica real e apresenta limitagdes estatisticas. A metodologia ¢
promissora para comparar materiais € construir uma taxonomia fracionaria da interacao
radiagao—matéria.
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